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$1.1 度量 空间 与 度量 拓扑 


贯穿 本 书 , 采 用 下 述 记 号 : 
二 {| 为 实数 }， Q 二 {xjx 为 有 理 数 }， 
二 {rz|X 为 整数 }， N= 二 {nln 为 自然 数 }. 
xz 表示 对 于 每 个 (任意 一 个 )z… 


3 zr ,表示 存在 Te 
t.… ,表示 使 得 … 
2(X) 表 示 集合 X 的 宪 集 ， 


1.1.1 定 义 设 六 为 非 空 集 ,映射 p: 开关 一 及 满足 下 述 度量 公理 ， VY zyozE 及 

[M. I] 非 负 性 ”plzx,y) 之 0， 

[M. 2?] 对 称 性 ez,y) 一 CUyz)， 

[EM.3] 三 角 不 等 式 poGCzyz)spo(zyy) 十 PCyz)， 

[M.4] 分离 性 po(zyy) 王 0*z 一 yy， 
则 称 p 为 X 上 的 度量 ,o(z,y) 为 zx 与 y 间 的 距离 ,和 X,p) 为 度量 空间 . 

车 SCX,p 为 的 度量 , 则 称 (S,plsxs) 为 (X， ?) 的 子 空间 ， 

1.1.2 定义 ”在 度量 空间 (XX,p) 中 ， 

B(x,e) 一 人 7 了 EXozy) < el,(r EX,e> 0), 

叫做 点 x 的 球形 邻 域 或 以 z 为 中 心 ,e 为 半径 的 开 球 ， 

设 GCX ,如 果 V zEG,3 e>0s.t. BCze)CG, 则 称 C 为 和 的 A 开 集 . 

1.1,3 定理 ”在 度量 空间 ‘XX,p) 中 ， 

(1) 每 个 B(x,e) 是 XX 的 开 集 ， 

(2) 名 ,XX 都 是 羡 的 开 集 ， 

(3) X 的 任意 两 个 开 集 的 交 是 了 的 开 集 . 

(4) 美的 任意 多 个 开 集 的 并 是 X 的 开 集 . 


1.1.4 定 义 度量 空间 (X,p)? 的 全 体 开 集 组 成 的 集 族 r 叫做 X 的 由 2p 诱导 的 拓扑 ,也 
叫 度量 拓扑 . 如 果 X 上 的 两 个 度量 pi,p; 诱导 相同 的 拓扑 ,就 说 pl ,es 是 等 价 的 . 

1.1.5 定 义 设 4,B 为 度量 空间 (X,o) 的 非 空子 集 . 

p(A,B) inflp(ry) rE AyE 8B) 

叫做 4 与 B8 的 距离 ,p(x,B)-==p({x),B) 叫 做 点 x 与 集 B 的 距离 . 
sup{p(7z,y)|z,y € 4A), 当 {p(x,y)|z,y € A4} 有 界 时 ， 
十 co 否则 . 
叫做 A 的 直径 ， 当 68C4) 过 十 oo 时 . 叫 4 为 有 界 子 集 . 


S.A) = 


B 例题 


(—) 


度量 空间 是 欧 氏 空间 的 推广 ,又 是 拓扑 空间 的 最 好 原型 . 搞 清楚 度量 空间 的 拓扑 结构 
对 于 掌握 一 般 拓扑 空间 的 概念 是 有 益 的 . 解 度量 空间 的 问题 一 般 都 要 紧 紧 抓 住 度量 函数 及 
点 的 球形 邻 域 , 处 理 的 方法 基本 上 与 数学 分 析 中 用 e- 邻 域 处 理 的 方法 类 似 . 即使 后 来 把 度 
量 空间 作为 拓扑 空间 的 特例 来 处 理 时 ,度量 函数 与 球形 邻 域 仍然 起 重要 作用 . 

1.1.1(1) 设 XX={f: [4,56] 一 RIf 连续 }， 
定义 pp: XXX—R 为 Y f,g€EX 


p(f,g) = | re — g(t)|dt. 


证 明 p 是 XX 的 度量 . 
(2) ”如 将 上 述 “f 连续 ”的 条 件 换 成 “f 在 [a,5] 上 R- 可 积 ”, 那 么 p 是 否 仍 是 X 的 度量 ? 
解 (1) 由 pp 的 定义 ,显然 满足 [EM.1],[M.2j,[M.3]. 只 需 验证 [LM. 4]. 而 当 f=g 
时 ,显然 有 p(f,g)==0 
现 着 bp(f,g)=0, 即 


b 
| |f0@)— gC) ldt = 0. 


我 们 证 明 f=g. 假定 f 关 g;, 则 3 ,ELasb] s.t. f(to) 关 g(to). 由 微 积分 学 中 关于 连续 函数 
的 性 质 知 , 8>0st. VYV iE (一 ,to 十 和 门 [a,6j ,| FQ) 一 g02) | 之 0. 于 是 必 存 在 包含 i 的 
区 间 [e,d1(c 达 a) 使 


[ec ,gd C 《一 0,to 十 0) a [a,6] 
则 


(fg) = Jw — g(t)ldt 之 [fw — g(t)|adi > 0, 
导致 矛盾 . 所 以 必 有 f=g. 故 [M. 4j] 成 立 . 这 就 验证 了 Pp 是 XX 的 度量 . 


中 本 节 涉 及 到 的 函数 连续 的 概念 以 及 序列 收敛 的 概念 ,都 是 微 积 分 中 的 概念 . 


(2) ”由 于 对 任 一 R- 可 积 函数 有 ,只 要 改变 有 限 个 点 处 的 值 就 得 另 一 个 可 积 函 数 g, 此 
时 f 关 g, 但 p(f,g) 二 0. 所 以 不 满足 分 离 性 条 件 LM. 4j. 从 而 pb 就 不 再 是 度量 . | 
注 度量 公理 中 的 这 个 条 件 往往 容易 被 玖 忽 . 如 果 我 们 删 去 分 离 性 条 件 [M. 4], 其 它 
三 个 条 件 不 变 , 则 称 p 为 伪 度 量 .以 后 将 会 看 到 伪 度 量 空间 与 度量 空间 虽 有 许多 相同 之 处 ， 
但 本 质 上 不 同 的 一 点 ,就 是 度量 空间 具有 所 谓 Hausdorff 性 质 , 即 任意 两 个 不 同 的 点 都 能 用 
不 相交 的 邻 域 隔 开 ,在 这 种 空间 中 ,序列 的 极限 是 唯一 的 ,而 伪 度 量 空间 则 不 然 . 
1.1.2 判断 下 述 定 义 的 映射 p : XXX->R 是 否 为 和 的 度量 ,又 是 否 为 伪 度 量 ; 
(1) X=%([0,1],R)E{f: [0,1]->R|f 连续 }， 
plf sg)=|f(0)—g(0)| (VYV f,g€EX); 
(2) XX 为 非 空 集 ,f : XX 一 R 为 一 已 知 映 射 ， 
(zy) 一 | f(r)— f(y)| (VV xr,yEX); 
(3) 七 一 (zceNlyY nzmER, zceN 收 伍 )， 
PCz,y) 一 limj|z 一 | Ss V A= lr) en y= (YenEX)s 
(4) =R ,VY X= (zx) ewsy—= (ys)renEX, 
p(x y)=sup{min{ |z,—y,|,1}|n€EN)} 
解 (1) 显然 满足 LM. 1] 一 LM. 3j, 但 当 fg 且 f(0)= 二 g(0) 时 ,也 有 
ol(f,g) = |f(0) ~ 2g(0)|= 0. 
所 以 p 不 是 度量 而 是 伪 度 量 . 
(2) 显然 满足 LM, 1] 一 LM. 3], 当 了 为 单 射 时 ,也 满足 CM. 4], 此 时 po 为 度量 ,但 当 上 
不 是 单 射 时 ,不 满足 LM. 4], 此 时 p 不 是 度量 而 是 伪 度 量 . 
(3) 读者 可 自行 验证 p 不 是 度量 而 是 伪 度 量 . 
(4) 读者 可 自行 验证 p 是 度量 . 口 
1.1.3 在 R 上 ,YorER. 令 


| 
Aero 一 TREET iT 
0 Xl 二 XxX; 三 0. 
| 工 一 土 | Z1 天 0,7s 天 0， 
(X1,X2) 一 
Pa\T1 ,Te 11 zi #0srs = 0, 
w1 
| 工 | I 一 0, 工 天 0， 
ZX ] 2 


证 明 pi ,ps 都 是 R 的 度量 . 
证 可 以 直接 分 别 验证 pj ,ps 都 满足 CLM. 1j 一 LM. 4] ,但 比较 繁琐 ,如 果 利用 下 述 命题 
就 十 分 简单 了 . 
命题 设 (Y,d) 为 度量 空间 ,f : XY 为 一 一 映射 (既是 满 的 又 是 单 的 映射 叫 一 一 映 
射 ), 则 由 
PCxziyzz) = df (x), fx,)) (Y Xi, EX) 


定义 的 2: 和 XXX-~R 是 入 的 一 个 度量 ， 

这 个 命题 的 证 明 可 由 a 满足 EM.1] 一 [M. 4] 利 用 了 的 一 一 性 即 得 p 也 满足 LM. 1] 一 
LM. 4]. 它 的 直观 意义 非常 明显 ,如 同 我 们 把 地 球 上 两 点 间 的 实际 距离 作为 地 球 仪 上 对 应 的 
两 点 间 的 距离 。 


现 令 
| a 
f :R(T 1D), zi 
0 一 0， 
: RR, 《 ) 一 
2 rhegtx i xz20. 


则 f,g 均 为 一 一 映射 且 VY zzzER 
Cuyzaz) = if Cx) 一 f(x,)|, 
or(ziyz) = [g(r) — gr). 

故 由 上 述 命题 即 知 pi,p; 都 是 及 的 度量 . 口 ] 
注 “抽象 ”不 等 于 “ 难 ”, 有 时 将 具体 问题 一 般 化 ,经 过 “抽象 "后 反而 显得 更 容易 . 
1.1.4 已 知 f: 所 一 EF! 为 n 元 连续 水 数 , 证 明 VY a,b€E'， 

A= {rE FIf(r)>a), B= {rE€ FIf(r) < 6), 
C= {rz€E Fla< f(r) <b), 
都 是 五 的 开 集 . 
注 ”这 里 以 及 今后 我 们 总 是 用 声 表示 n 维 欧 氏 空间 , 即 在 R*Y 上 取 欧 氏 度量 . 
证 ” 先 证 4 为 扬 的 开 集 .VY rxEAhA, 由 于 f(x) 之 a,; 故 ] ce 之 0 st (x) 一 e 汪 a. 由 ff 的 

连续 性 知 3 6>>0 s.t. 当 |zx 一 + 过 8 时 |f(xn) 一 f(z)|<e. 即 

a<flr)—e<f(r)<flr)+e. 

所 以 B(xz,6)CA. 依 定义 扬 为 开 集 ， 

同 理 可 证 5 为 的 开 集 . 而 C=4 门 B, 所 以 也 是 玖 的 开 集 . D] 
1.1.5 证 明 * 元 函数 了 : 天 一 已 是 连续 的 充 要 条 件 为 :对 于 的 任 一 开 集 G,f '(G) 
是 Ep” 的 开 集 . 
证 假定 /了 连续 ,C 可 设 为 G= (ar,b) ,于 是 
f° :(G) =Yf (eb)). 

由 B1.1.4 可 知 ,YA 广 (asp)) 是 户 的 开 集 , 从 而 广 1(G) 是 户 的 开 集 . 
反之 ;YXEEB 以 及 e>>0, 由 于 U=f (f(r) 一 e,f(X) 十 e)) 是 的 开 集 ,日 XEU. 故 

3 6>0 s.t. BX,6)CU. 故 当 | y 一 x 过 6 时 ,f(y)E (fC) 一 e,f(x) 十 e), 即 

1f(y) 一 f(x)|<<e, 所 以 连续， 国 | 
注 这 里 给 出 的 用 开 集 来 刻 划 的 连续 函数 的 特征 性 质 将 被 推广 到 一 般 的 拓扑 空间 中 

去 . 

1.1.6 设 4 为 度量 空间 (XX,p) 的 任 一 非 空 子 集 ,cE[0, 十 oo0), 证 明 
G= {rE XIpr,A) ec， 
G,= (x € XIp(x,A) ed 


都 是 X 的 开 集 . 
证 设 xEG, 则 p(x,A)>c, 于 是 c= 方 (p(x A) -0)>0. VY y€ B(xye) 以 及 zxE A4， 


plysz2) PT,2) — PrXyy) > p(x,z2) 一 6， 
两 端 对 z€E 4 取 下 确 界 就 得 


oly,4) Spor,A) — ee = px,A)— 二 p(x,A) + 


1 人 
一 六 CCz 4) 十 2 >c. 


即 yEG ,所 以 Blc,e)CGi, 故 Gi 为 开 集 . 
对 于 Gs, 当 c==0 时 ,Gs 二 训 , 故 为 开 集 , 当 c>0 时 ,与 G 类 似 地 可 证 C: 是 开 集 口 ] 
注 ”特别 地 , 当 上 述 A=={y} 时 ， 
G1{y} = {TE XIp(x,y) > 0} 
是 开 集 . 即 度量 空间 中 ,每 个 单 点 集 的 补 集 是 开 集 , 若 把 补 集 是 开 集 的 集合 叫 闭 集 ,那么 度 
量 空间 中 每 个 单 点 集 是 闭 集 . 
1.1.7 设 (X,p) 为 度量 空间 ,VY zy,yE, 令 


p(xyy) = TS p(x3y) = minflvo(zyy)] 


证 明 pi,P; 也 是 和 的 度量 , 且 po,o: 与 Pp 都 是 等 价 的 度量 ， 
证 易 见 要 证 pi ,ps 都 是 X 的 度量 ,只 需 验 证 三 角 不 等 式 成 立 . 对 于 站 ,注意 到 函数 


f(D) 一 二 和 当 : 守 0 时 为 单调 增 函 教 .于 是 V z,y,zEX 


p(x ,2) 二 oz y) 十 p(y,2) 
1 十 Crzsz) ~ 1+ pr,y) + py,z) 


p(X,Yy) py,2z) 
和 Te 二 io 河和) 


al (XxX,2) 一 


对 于 po， 
PT,2) 一 mintlypo(zz)) < 和 min(l, oryy) + ply ,2)} 
min({p(xryy) 十 py z), 1 十 Cr y)， 1 十 DOCy,z), 2) 
=min{p(x,y) ,1) + min(p(y,2),1} 
二 CoxZyy) 十 p(y ,2). 
所 以 oo: 都 是 XX 的 度量 ， 
下 证 wp: 与 2 的 等 价 性 
[法 一 ] 易 见 VY zyyEX pzy) 生 pzy) 委 pzyy). 又 当 plr,y )< 1 时 ,ozryy) 委 
2p1(Xyy). 所 以 当 eE(0,1) 时 ,VY XxEX 
B, (xr,e/2) C Bolrx,e) CB, (re) CBAr,e) (1.1—1) 
现 设 和 是 6- 开 的 , 则 VY xzEC3 esE(0,1) s.t. Bo (re)CG. 由 (1.1 一 1) 知 B, (x,e)C 
C, 所 以 C 是 cz- 开 的 . 
同 理 ,如 果 C 是 oz- 开 的 ,那么 G 也 是 p- 开 的 . 
现 反 过 来 设 G 是 p- 开 的 ; 则 VY xEG3 eeE(0,1) st BCre)CG, 由 (1.1 一 1) 取 3 一 
5 


e/2 就 有 B(x,6)CG, 所 以 G 是 pi- 开 的 . 

综合 上 述 过 程 有 : 

GG 为 pi- 开 的 一 C 为 p;- 开 的 二 G 为 p- 开 的 二 G 为- 开 的 . 

可 见 pi ,ps 与。 都 是 等 价 的 . 

[法 二 ] 因为 当 pzyy)<1 时 ,po(zry) 一 ozyy) ,所 以 Ye€E(0.1),rEX 

B(x,e) = Bo (re) 
由 此 可 得 p 与 p; 等 价 , 再 证 p 与 pi 等 价 . 这 可 由 VY e>>0，xzyyEX， 
Bo 了 = 有 (re) C B, (ze) 

得 到 . 

[法 三 ] VYzyyEXoCzyy) 委 oo(zy)< 委 20 (Cryy). (1.1 一 2) 
这 是 因为 当 p(x,y) 过 1 时 ,由 定义 可 得 2p1(x. ,yy) 之 p(x,y) 之 pz(Xx,y). 而 当 plr,y) 之 1 时 ， 


2p(X,y) ~ 1 p(x,y) 
1 prsy) 7 1 十 PCzryy) 


所 以 (1.1 一 2) 式 成 立 . 于 是 pi 与 ez 等 价 , 再 由 [法 二 ] 所 证 的 2 与 ez 等 价 即 得 pi,p: 与 p 都 
等 价 . Li 
注 这 道 题 没 有 一 个 V e>0 都 成 立 的 球形 邻 域 的 轮转 的 包含 链 . 在 上 述 三 种 方法 中 
都 在 某 个 时 候 限 制 了 e<1, 由 于 在 开 集 定义 中 , “VY xzEG 3 e>0s.t., Bo(x,e)CG" 这 个 条 
件 , 总 可 选用 小 于 1 的 e, 所 以 上 述 证 明 过 程 中 对 se<1l 的 限制 是 无 妨 的 . 
1.1.8 设 X 为 非 空 集 ,Pp:XXX>R 满足 条 件 :Y x,y,zEX， 
(1) plr,y)=p(y,7) 
(2) p(x,z) 人 or yo(y,2) 
证 明 :V zyEX,oCryy) 之 0， 
证 首先 ,由 (2),(1),V zx,yEX 
Cr) EPITY) 十 p(y),7) = 2p(7,y). 
特别 地 ,让 y= 二 x 则 得 coCzr,z) 委 22(zr)， 故 
Prz) 之 0， 
进而 Y x,yEX 2p(ryy) 宇 P(x,T) 宇 0, 所 以 
p(x,y) 之 0. 口 
注 由 这 道 题 可 知 , 度 量 公 理 中 非 负 性 条 件 不 是 独立 的 . 然而 由 Bl. 1.1 可 见 分 离 性 条 
件 是 独立 的 . 
1.1.9 证 明 在 任 一 度量 空间 (X,p) 中 ,Y xEX 都 有 


站 Bi 于 | = {x). 


20 (zyy) 一 一 工 之 Do(Zyy). 


证 虽然 只 需 证 个 Bz, 二 | fz) 
设 yEX 且 y 关 z, 则 pz,y)>0. 于 是 3 mEN st 过 <p(z'y), 从 而 yE Bz | ,更 
有 和 用, 二 .所 以 站 Bz, 十 | 4z)- 故 有 


一 6 一 - 


和 8 了 = {z) 口 
注 ”由 本 题 可 见 度量 空间 中 ,任意 多 个 开 集 (甚至 可 数 无 限 个 开 集 ) 之 交 未 必 是 开 集 . 
1.1.10 设 4,B 为 度量 空间 CX,p) 中 的 非 空 子 集 , 证 明 
oAU B)<A) + OB) + pA,B) 
证 Yrx,yEAUB 
车 7,yEA 或 x,y€ B. 则 显然 有 
P(x,y) OA) + 0B) + p(tA,B). 
现 设 TE A.yEB. 因 VY nEN 3 uE ALbEB s.t. 


pla,b) < pA,B)+ 卫 ， 


所 以 
Ty) EPC(Ta) 十 plab) 十 CO y) 
< 一 oCrya) 十 p(A,B) 十 二 十 oCby) 
H(A) + 6(CB) 十 o(4,B) 十 过. 
让 n>oo 取 极限 得 
ox1y) SHA) + 0B) + p(A,B) 
故 


SAUB)=sup{p(r,y)|r,y€E AU BB) 
<0(4) + 6(B) + op(A,B). 加 
注 “利用 数学 归纳 法 我 们 可 推广 这 一 结果 而 有 
设 41,42… ,4, 为 度量 空间 (X,oy 中 有 限 个 非 空子 集 , 则 


6(UA) < >)6(4) + >)o(4 4) 
i=1 1 一 | 1 一 2 


1.1.11 设 CCE", 如 果 V x,yEC 都 有 
{(1— Dr+itylt€ [Lo,1] CC， 
则 称 C 为 扬 的 是 集 ,证 明 的 任 一 开 球 BCzye) 是 凸 集 . 
证 Vy,z€E B(xr,e),Y t1€E[o0,1j, 


TDy+ttz—r| = DG zx)++t(z CC — 7)| 
Dy-zrl 二 tlz—zr| 二 de+itie=e. 
所 以 (1 一 站)y 十 tz EB(rye), 从 而 B(x,e) 是 凸 集 .， 口 
(二 ) 常 见 错误 分 析 


1.1.12 设 (X,po) 为 度量 空间 ,4 为 (X,o)? 的 子 空间 ,GCC4. 证 明 G 为 子 空间 4 的 开 集 
仿 存 在 XX 的 开 集 G' 使 G=G* 八 4. 
试 分 析 下 述 证 明 是 否 正确 ,理由 何在 . 
“之 ” 因为 G 为 A 的 开 集 ,又 GCACX, 所 以 G 是 外 的 开 集 (或 详细 一 点 ; 因 G 为 A 
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的 开 集 . 故 V rzEC3 了 se>0s.tBzs)CGC, 又 GCA4CX, 所 以 G 是 天 的 开 集 ). 于 是 只 要 
取 G'=G 就 有 G=CGmn4=G: 4. 

“<” 因为 CG=C 人们 4, 其 中 G* 是 站 的 开 集 ,A 是 子 空 间 , 所 以 4 也 是 开 集 . 故 G'* 门 
4 是 开 集 ,并 且 G =G’* 门 4CA, 从 而 GG 是 A 的 开 集 . 

分 析 在 必要 性 的 证 明 中 ,在 括号 之 外 ,把 子 空间 4 的 开 集 与 空间 革 的 开 集 这 两 个 概 
念 混为一谈 了 , 误 认为 既是 “ 开 集 ”( 至 于 相对 哪个 空间 而 言 , 就 不 去 理会 了 ) 又 包含 在 关内 ，. 
当然 就 是 X 的 开 集 了 。 在 括号 内 的 错误 则 在 于 没有 把 子 空间 4 中 一 点 x+ 在 A 内 的 球形 邻 
域 与 zx 在 X 内 的 球形 邻 域 区 分 开 来 , 从 而 导致 子 空间 的 开 集 就 是 原 空 间 的 开 集 的 错误 结 
论 . 在 充分 性 部 分 ,错误 在 于 把 4 在 子 空 间 4 内 是 开 集 与 4 在 Xi 中 是 并 集 二 者 混为一谈 
了 . 事实 上 子 空间 中 的 子 集 S( 包 括 S==A) 如 在 子 空间 4 内 是 开 集 ,但 S 在 和 中 却 未 必 是 
开 集 . 例如 [0,1) 作 为 E' 的 子 空间 , 依 定义 可 验证 [0,1) 本 身 以 及 [0, 地 ) 在 子 空间 [0,1) 内 
是 开 集 ,然而 在 FE! 内 却 不 是 开 集 ， 

正确 的 证 明 如 下 : 

首先 在 记号 上 ,为 了 区 分 子 空间 4 中 一 点 工 在 子 空间 内 的 球形 邻 域 与 在 原 空间 和 内 的 
球形 邻 域 ,应 采用 不 同 的 记号 表示 ,比如 可 分 别 用 下 述 记 号 表示 : 

在 子 空间 4 中 的 球形 邻 域 记 为 

Balx,€) = {y€ Alplx,y) < <)} ， 
在 原 空 间 和 X 中 的 球形 邻 域 记 为 
Bx(x,E) = {y €E XIp(r,y) < ee}. 

易 见 ,; 当 xEA 时 ,Ba(x,e)= Bx(x,e) A. 

现 正 式 证 明 如 下 : 

“~>” 因 G 为 4 的 开 集 ,所 以 VY XxEG3 e605s.t. Bi(r,8;)CG. 令 

G* = U Bx(x,e), 
则 G* 是 XX 的 开 集 , 且 
G = UY Baz,e) =U (Bx(x,é) (| A}=G’* NA. 


“< 二” 假定 G=G’' 门 4, 其 中 G* 是 针 的 开 集 , 则 VY XEGCG* 3 了 se>0 st Bx(x,e) 

CG ,于 是 
B(xe) = Br(r,e) (ACG NA=G, 

所 以 G 是 4 的 开 集 . 记 

这 个 例子 告诉 我 们 ,对 于 概念 的 理解 要 清晰 ,不 能 含混 . 为 了 区 分 一 些 容易 混淆 的 概念 
对 所 用 的 记号 加 上 明确 的 标记 也 是 必要 的 . 不 过 在 不 会 引起 混淆 时 ,也 可 省 去 一 些 标记 (或 
词语 ) ,使 符号 或 诺言 简洁 明快 ， 比 如 ,我 们 常 将 p- 开 集 简称 开 集 ,球形 邻 域 有 时 也 写 为 
B(x,e) 等 ,又 如 在 上 述 证 明 中 ,第 一 部 分 明确 用 6, 表示 e 与 x 有关, 而 第 二 部 分 虽然 同样 
与 > 有关 ,但 没有 必要 去 区 分 ,因此 就 可 省 略 rz, 只 用 表示 即 可 ,以 免 繁 融 累 歼 ， 读者 在 读 
书 或 自己 解 题 中 应 适当 注意 . 


C 练习 题 


1.1.1 判断 如 下 定义 的 映射 p; : RXR->R 是 否 为 R 的 度量 ,并 说 明理 由 :Y x+,yER 
PCx 一 | 一 yy， plr,y) = |7: ~ yl, 
pstr,y) = | y |， Pry) = Ir oy. 
1.1.2 设 B={《z)en|Y nyz,€ER,(x,)nex 有 界 },p;BXB->R 定义 为 :Y z= Cx,)wen， 
y= (yen€EB 
| PXIY) = sup{ [zs — yl ln €E N} 
证 明 Pp 是 B 的 度量 . 我 们 称 4B,p) 为 有 界 序列 空间 . . 
若 C= 人 zr)wen|Y nx,ER,《r)wen 收 敛 ;, 则 CCB, 称 子 空间 CC 为 收敛 序列 空间 . 
1.1.3 判断 下 列 EF? 的 子 集 是 否 为 开 集 : 
= {(zx,y)|zxy 1},， B= {zr,y)||z| <1.1|y|1)} 
C= {ry)1r + y >1}, D= {rx,y)|y = x ). 


1.1.4 设 S=[ 一 1,1] 是 EF' 的 子 空 间 , 判 定 下 列 集合 中 哪些 是 $ 的 开 集 ,哪些 是 的 
开 集 ,哪些 两 者 都 不 是 . 


c= {re sl$< Il<) D= {re Slo< zl< 3 
E= (xes|i< lz1<1)， F= (ze sio< lzl < 到 | 


G= 人 ze3| 于 <lzls 1)， H= {re slo< lz|l<1, 有 8 N|. 
1.1.5 设 X 为 非 空 集 ,定义 d: XXX-R 为 
0 让 一 了 
“2 = 1 ZX 天 yy， 
易 见 d 是 XX 的 度量 , 称 之 为 离散 度量 ,证 明 离 散 度 量 空间 (X， 2 中 每 个 子 集 都 是 开 集 ， 
1.1.6 设 A4,B 为 度量 空间 (XX,p) 的 非 空 子 集 ,证 明 | 
P(A,B) = inf plx,B) 一 infp(y, 4). 
1.1.7 设 4,B 为 度量 空间 (XX,p) 的 非 空 子 集 ,x,yEXX, 证 明 
(1) px,A)Spr,y) +oy, A), 
(2) po(4,B) 委 oz,4) 十 pCzyB)， 
1.1.8 设 4 为 度量 空间 (X,o? 的 非 空子 集 ,e 盖 0, 令 
Bo(4e) = {y€ XIp(y,A) < e), 
证 明 . 
(1) BA,e)= YBolr,e). 


(2)” 设 关系 ze 二 {Cx,y)EXXXIp(r,y) 达 2} , 则 4A 在 7 下 的 值 域 


(A) {y€E XIIrE AS.t. (ry Er) 一 B,(A,e). 
1.1.9 判断 Bl1.1.3 中 R 的 度量 p,,p;, 与 R 的 通常 度量 即 欧 氏 度量 ( 记 为 p) 是 否 等 
价 , 若 不 等 价 , 则 进而 判断 它们 诱导 的 拓扑 是 否 可 比较 ,给 出 证 明 或 举 反例 . 


$ 1.2 拓扑 空间 的 基本 概念 


A 内 容 提要 


1.2.1 定 义 X 为 非 空 集 ,rC2(X) 满 足 开 集 公理 : 
[0.1] 区,XEr， 

[0.2j] GG:Er GG.Er, 

[0.3] {Gi}heaCr >UGE 7- 


则 称 z 为 式 的 拓扑 ,(X,r)> 为 拓扑 空间 ,r 的 每 个 成 员 叫 XX 的 开 集 , 开 集 的 补 集 叫 闭 集 , 全 体 
闭 集 组 成 的 集 族 叫 余 拓 扑 .r= {名 ,站 } 叫 平凡 拓 扩 ,r= 二 宛 (XX) 叫 离散 拓扑 ， 

1.2.2 定理 拓扑 空间 (XX,r) 的 余 拓扑 56= {FCX| 儿 RET} 满足 下 述 闭 集 公理 ， 

[C.1] 好,XEo， 

[C.2] Fi,F€Eo FUFEo, 

[C.3] {FihieaCo > NFE 0， 

1.2.3 定 义 设 (X,r) 为 拓扑 空间 ,4CX,rEX. 

(1) 区 的 子 集 吕 叫做 点 工 的 邻 域 导 3 GET st xxECCO.zr 的 全 体 邻 域 构成 的 集 族 
叫做 z 的 邻 域 系 , 记 作 (zr) 或 xr) A(x). -1(x) 站 7 的 成 员 叫 做 之 的 开 邻 域 . 

(2) > 蔗 叫 做 4 的 内 点 会 3 UE.I(x) s.t. rEUCA. A 的 全 体内 点 组 成 的 集 叫 做 A4 的 
内 部 , 记 作 4 或 Int A,IntxA,Int,4. 

(3) 并 叫做 4 的 接触 点 和 VY UE-Y(r),UNn 4 关 杂 .4 的 全 体 接触 点 组 成 的 集合 叫做 
4 的 闭 包 , 记 作 4 或 Cl4,Clx4.Cl.4. 

(4) 并 叫做 4 的 边界 点 会 YUE-Cr) Unm4 天 且 局 门生 4 和 人 好. 4 的 全 体 边 界 点 
组 成 的 集合 叫做 4 的 边界 , 记 成 Bd4 或 BdxA,Bd.A. 

(5) 工 叫 做 4 的 聚 点 会 VUE.1Cz)， UN 站 (4 一 {x)) 关 名 . 4 的 全 体 聚 点 组 成 的 集合 
叫做 4 的 导 集 , 记 成 4'. 

易 见 上 述 (2) 一 (5) 的 陈述 中 ,把 UE.Y(z) 换 成 UE.fY(x) 门 r 是 等 价 的 . 

1.2.4 定理 设 (X,z) 为 拓扑 空间 , 则 邻 域 系 的 全 体 {. 广 Cz)1zEX)} 满 足下 述 邻 域 公 


[N.1] VxrEX, I (FG VY UE rEL. 
[N.2] DECz) 且 UVCY=>YE. r(x) 
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[N.3] VE.PFGr>nE.ACzr)， 

[LN.4] VUE.f(x) I VOU st rEV HAY yEV VE-YCy) 

1.2.5 定理 设 A,B 为 拓扑 空间 (X,r) 的 子 集 , 则 

(1) AE. f(rEA. 

(2) 4EreV rEA 都 有 AE. f(z) 嘻 A=A4. 

(3) ZO)=(EA); EA)SEA. 

(4) 4 为 于 集会 4= 4. 

(5) BdA==A 门 A, 从 而 Bd4 为 闭 集 . 

(6) A=AUA'=AUBdA. 

(7) ACB>ACB,ACB. 

1. 2.6 定理 设 (X:r) 为 拓扑 空间 ,Y AE 了 (X) 邻 

c(4) = 4, i(A) = 4， 

则 算 子 cr : 放 (X) 一 多 ( 久 ) 分 别 满 足下 述 闭 包公 理 [K.1] 一 [K,4] 与 内 部 公理 [1. 1] 一 [1. 
4]:Y A,BE'ZDX) 


[K.11 cf@)=8, [IL 1] i(X)=X 

[K.21] 4Ce(4)， [I. 2J i(A4)CA, 

[K.3] cl(e(A))=e(Ah), [1.3] i(1A))=i(A), 

[K.4] cAUB)=c(A)Ue(B); [1.4] i(ANMNB)=iCA) NB). 


由 A1.2.5 与 Al.2.6 可 知 万 是 XX 中 包含 4 的 最 小 闭 集 ,A 是 XX 中 包含 在 A 内 的 最 大 

开 集 , 即 有 
二 二 站 {FCXIACE 且 FF 为 闭 集 ;,A 二 UU {GCXIGCAHGEr) 

1.2.7 定义 设 (ri)sen 为 拓扑 空间 (X,z) 中 的 序列 ,xTEX. 

(1) 苦 WVUE-T Cr) jnEN st Yn 宇 m， TEUV 则 说 工 为 C(x,)sen 的 极限 点 ,也 说 
《ra)wen 收 人 钙 于 x, 可 记 作 《x,) ,en 一 蔗 . 

(2) 车 YUE.I1z) 以 及 PrEN 3 A>nst xiED, 则 称 xz 为 (X,),en 的 接触 点 . 

1. 2.8 定理 ”拓扑 空间 (多 ,+) 中 序列 (Cx) en 一 XEXSCx,),en 的 任 一 子 序列 bn, )ien 一 


Czs) wen 的 任 一 子 序列 的 接触 点 也 是 Cx),ex 的 接触 点 . 极限 点 必 为 接触 点 . 
B 例题 
(—) 


这 一 节 的 概念 比较 多 ,但 只 要 抓 住 由 开 集 公理 所 界定 的 开 集 概念 ,以 及 由 开 集 引伸 出 来 
的 点 的 邻 域 概念 及 邻 域 所 具有 的 行为 ,那么 本 节 所 有 的 概念 就 一 目 了 然 了 . 在 解 题 时 也 只 
要 紧 紧 把 握 住 开 集 公理 和 点 的 邻 域 所 具有 的 行为 就 不 会 有 太 大 的 困难 . 要 注意 的 是 本 节 所 
有 概念 都 直接 与 拓扑 有 关 ， 
11 一 


1.2.1 设 在 R 上 给 出 三 个 拓扑 ,7 为 通常 的 拓扑 , 即 由 欧 氏 度量 诱导 的 拓扑 ， 
t= {GCRI0oE GU (2G) nm 一 GCCRIESEG 有 限 ) U {9}. 

试 求 开 区 间 (0,1)? 分 别 在 (R,r)?,(R,r)7,R,r) 中 的 闭 包 . 

解 (1) 在 已 一 (R,r) 中 , 易 见 Cl00,1) 一 [0,1]， 

(2) 在 r 之 下 , 0E 安 (0,1), 所 以 客 (0,1) 是 开 集 ,(0,1) 就 是 闭 集 , 故 Cl 60,1)= 
(0,1). 

(3) 在 己 之 下 ,V TER 以 及 UE 人 (zr), 总 用 U 是 有 限 集 ,而 (0,1) 无 限 , 故 必 有 

UN 站 (0,1) 关 所 ,因此 xzECl (0,1). 从 而 Cl (0,1)=R 国 

可 见 ,同一 个 集合 (0,1) 在 不 同 拓扑 下 的 闭 包 是 不 同 的 . 

1.2.2 设 (X,r) 为 任意 的 拓扑 空间 ,ACX. 试问 : 

(1) ”如 果 4 是 闭 集 ,那么 (A) 二 A 是 否 成 立 ? 

(2) ”如 果 4 是 开 集 ,那么 (4)" 王 4 是否 成 立 ? 


解 设 X=F',A= 0 ,B 二 ZA. 则 (4) 二 多 = 名 ,(B)" 二 及 =R. 其 中 
A 是 闭 集 ,B 是 开 集 , 可 见 (1),(2) 一 般 地 来 说 是 不 成 立 的 . 口 

注 ” 从 直觉 的 想象 ,一 个 闭 集 4 的 内 部 就 是 删除 边界 以 后 剩 下 的 部 分 ,再 取 闭 包 . 又 将 
边界 添 进去 了 ,应 该 相等 (对 偶 地 考虑 开 集 ). 现在 何以 不 等 呢 ? 这 种 直觉 想象 的 错误 在 哪里 
呢 ? 

事实 L ,3 4-Bd4-sC,(CD=CUBdC. 由 此 可 见 , 我 们 求生 时 ,删除 的 是 4 的 边 
界 . 再 求 (A) 时 ,添加 进来 的 是 C=A 一 BdA4 的 边界 ,也 就 是 A 的 边界 .C= 和 4 是 A 的 子 集 ， 
两 者 的 边界 就 未 必 相 等 了 . 

这 个 例子 告诉 我 们 ,在 解 题 时 , 一定 要 避免 直 党 的 影响 所 造成 的 错误 ,要 切忌 想当然 ,一 
定 要 以 逻辑 推理 为 依据 . 

1. 2.3 举例 说 明 对 拓扑 空间 (X,r) 的 任意 一 个 子 集 族 {4ijic, 等 式 


未 必 成 立 ， 
解 例如 在 已 中 , 记 人 一 | 二 , 引 , 则 


口 瑟 一 U[ 志 ,2] 一 (0,2]， U4 = (0,2) = [0,2]. 
两 者 不 等 ， 口 


注 “由 闭 包 公理 [K. 4], 利 用 数学 归纳 法 即 知 闭 包 运 算是 有 限 可 加 的 ,而 上 例 表 明 对 无 
限 情形 未 必 可 加 ,对 于 可 数 情形 可 证 


U4 = (UA) UM U4 
( 留 作 习题 )， 对 于 任意 的 元 限 情形 (包括 可 数 无 限 ) ,在 加 上 所 谓 “ 局 部 有 限 " 的 条 件 后 ,是 可 
加 的 . 

1.2.4 设 .ex 为 拓扑 空间 (XX,r) 的 子 集 族 ,如 果 V xEXX UE.Y(x) st U 至 多 与 
-9 的 有 限 个 成 员 之 交 非 空 , 则 称 -wv 是 局 部 有 限 的 . 现 假定 -x 是 局 部 有 限 的 ,证 明 


口 . 和 =UI4I4E -oz 
证 U(4I4E-)JCU.w 由 闭 包 定义 直接 可 得 , 现 设 rE U-or YUE.-Fzr), 因 为 
-ex 局 部 有 限 . 故 存在 CE.-Y(z) 使 G 至 多 与 -ex 的 有 限 个 成 员 A ,A;,… ,A, 相交 ,于 是 
nenluUl4al4E6E .So {4,A ,A,)}) = YG. 
但 xz€E UY, 故 UNGNCU.wr) 关 多 ,从 而 
UN(UAIVNGN (UAV FG 


这 就 表明 rzE U4 一 U 下 CU{AI1AE .er 所 以 
UwCU(AAE 过) 口 ] 

1.2.5 容易 验证 在 天 中 任意 一 个 开 球 的 闭 包 等 于 这 个 开 球 与 同心 等 半径 的 球面 之 
并 .那么 对 于 -一般 的 度量 空间 (X,o), 这 个 结果 是 否 还 成 立 ? (SCz,7) 王 ={yEX|p(r,y)= 
站 叫做 与 BCx,7) 同 心 等 半径 的 球面 ). 

解 设 义 至少 有 两 个 不 同 的 点 ,(X,d) 为 离散 度量 空间 . 则 VY xE€EX 

B(x,1) = {x}, S(r,1)=X— {7). 
由 于 {zx} 为 闭 集 ,所 以 B(x,1) 二 {x) ,而 
B(x,1) UU S(z,1)= {zr}. 

所 以 在 一 般 的 度量 空间 中 ,B(x,r) 与 B(x,r)USCr,r) 未 必 相 等 . 吕 

注 ”一 般 地 可 以 证 明 Y y€E Bolx,7) 有 ozyy) 委 r, 即 刀 rrJCBCzrr)US Cryr) 这 
道 题 告诉 我 们 欧 氏 空间 的 某 些 性 质 对 一 般 的 度量 空间 已 不 再 成 立 , 更 何况 对 一 般 的 拓扑 空 
间 了 ,以 后 我 们 将 陆续 看 到 过 去 在 欧 氏 空间 中 某 些 非常 熟悉 的 性 质 ,在 一 般 的 拓扑 空间 中 
不 再 成 立 . 所 以 我 们 既 要 以 欧 氏 空间 或 度量 空间 作为 拓扑 空间 的 原型 ,以 便 对 拓扑 空间 中 
的 概念 和 性 质 能 有 直观 的 理解 ,但 又 不 能 园 于 欧 氏 空间 或 度量 空间 ,不 能 把 欧 氏 空间 的 结果 
原封 不 动 地 搬 到 拓扑 空间 中 来 . 由 于 我 们 对 欧 氏 空间 太 熟 悉 了 ,往往 不 自觉 地 会 受到 习惯 
势力 的 影响 ,对 于 初学 者 来 说 应 力求 避免 这 种 影响 . 

1. 2.6( 杨 忠 道 定理 ) 证 明 拓 扑 空间 (X,r) 的 任 一 子 集 4 的 导 集 是 闭 集 的 充 要 条 件 为 
XX 的 每 个 单 点 集 的 导 集 是 闭 集 ， 

证 ”必要 性 显然 . 现 证 明 充分 性 . 任 取 xEA ,由 于 ACCA4) 一 A=AUA'.- 克 xzE€AU 
A', 车 x 多 A, 则 xEAh' ,着 xE A 我 们 仍然 可 证 XE 4 

由 于 {x) 为 闭 集 , 故 Gg dr END NEY UEN)I NV Nce 
(x) 人 Nr 由 于 x€E4, 故 V4' 关 BB. 取 yEVNN4, 则 yEVCU 且 yE 涉 .于 是 坟 站 (4 一 
{y)) 关 如 ,再 分 两 种 情况 来 考虑 : 

(1) y= 二 x, 则 已 有 x 一 y€ 4A. 

(2) y 关 XT, 令 WW= 儿 (1X)). 由 于 yEVCG 儿 ({z)), 故 y {rx}U{r) 一 人 于 是 
WEA(Y)NT VNW) NA (yy) KT ,hxW, 故 

UN(Am {xr OUNwWNGA {ry =UNWwWNA 
DUNWNGAD- {y)) KG. 

从 而 xE4'. 这 就 证 明了 不 C4', 故 4 为 闭 集 . 口 


注 ”和 4 不 是 闭 集 的 例子 : 设 卫 = {1,2,3} ,r= (@,X ,1) ,12,3)). 4 二 {1,2), 则 A'== 
{3} 不 是 闭 集 . 事实 上 {2} =13}) 也 非 闭 . 

对 于 度量 空间 ,容易 验证 每 个 单 点 集 {7} 的 导 集 {+)' 二 ZY. 所 以 度量 空间 的 每 个 子 集 的 
导 集 是 闭 集 . 

1. 2.7(Kuratowski 14 集 定理 ) (1) 证 明 在 任意 拓扑 空间 (X,r) 中 ,从 一 个 给 定 的 子 集 
4 出发, 仅 用 取 补 与 取 闭 包 两 种 运算 至 多 可 得 14 个 不 同 的 子 集 

(2) 试 在 FE! 中 给 出 -- 个 子 集 4, 使 经 上 述 运 算 恰 能 得 到 14 个 不 同 的 子 集 . 

解 ”为 了 方便 ,我 们 用 4,4- 分 别 表示 A 的 补 集 与 闭 包 . 

(1) 因为 对 任意 的 4CX, 均 有 4 一 4 所 以 如 果 A 是 开 集 的 闭 包 , 则 4= A = 
A . (因为 可 设 4=G,GET. 一 方面 4 C4- =A; 另 一 方面 ,由 GCCG=4, 得 G=0*CA'， 
于 是 A=G=G° CA ,从 而 A 二 4A"-.) 

1。 对 4 先 取 补 再 取 闭 包 , 至 多 有 下 列 7 个 不 同 的 子 集 :4', A ,4 一 ,4 一 ， 
人 

这 是 因为 4 和 是 闭 集 ,4 是 开 集 . 于 是 A 是 开 集 的 闭 包 . 所 以 A = 二 4 “就 
重复 出 现 了 . 

2。 对 4 先 取 闭 包 青 取 补 ,至 多 有 下 列 6 个 不 同 的 子 集 : 4A- ,A 一 ,A A 4 

这 是 因为 A 是 开 集 的 闭 包 , 所 以 A =A-“-. 

3” 如 果 对 4 连续 取 闭 包 或 连续 取 补 , 则 有 4- 二 4 ,4A' 二 .4 均 重 复 已 有 的 子 集 . 所 
以 1 的 7 个 加 2" 的 6 个 ,连同 4 本身 至 多 14 个 . 

(2) 在 EE' 中 令 


4=|60.0- 们 neNUtcano 


U (4,5] N QU (2 +7 
就 能 怡 好 得 到 14 个 不 同 的 子 集 ,读者 可 自行 验证 . 口 ] 
1.2.8 设 A,B 为 度量 空间 《XX,p) 的 非 空子 集 , 证 明 : 
(1) p(A,B)=p(A,B). 
(2) $A)=6(A). 
证 (1) pC(4,B) 帮 p(4,5) 是 显然 的 ,只 需 证 明 pC(4,B) 志 p(A,B). 
VnENI3rnEARKyEBS.t. 
pz) < (下 机 十 六 
又 对 zy 了 XEAR 有 KyEB Ss.t. 
orz) 之 高 , ply1y) 达 襄 ， 
故 


pz 二 pzr) 十 pr) 十 py yy) < oA,B) 十 二 . 


所 以 
o(4,B) Cory) < pA,B) 十 J. 


让 mco 取 极限 即 得 pC(4,B) 夺 pC(A,B). 
(2) 只 需 证 6(A) 夺 6(4) Vv rz,yEA 及 nEN A Xi,VEAS,tL. 


1 1 
pz < 芒 ， PY ) < 


所 以 
pxzyy) SoxsT) + pry) + py,y) < HA) 十 二 


让 :一 >co 取 极限 即 得 co(z,y) 生 SC4). 故 SC4) 委 94) 
从 而 
6(4) = 004)， 口 

1.2.9 设 A,B 为 拓扑 空间 (4X,r) 的 子 集 , 证 明 ，: 

(1) BdACBdA. 

(2) Bd ACBdA. 

(3) Bd(AUB)C(BdA)U (BdB). 

(4) Bd(ANMNB)C(BdA)U (BdB). 
并 给 出 上 述 各 式 中 真 包含 的 例子 . 

证 (1) BdA=(CO)N%ACANZA=BdA. 

设 X=E',A 二 (一 1,0)U (00,1). 则 BdA={ 一 1,1), 而 B44 二 {一 1,0,1}. 故 BdACBdA 
且 BdABdA4. | 

(2),(3) 的 证 明 与 (1) 类 似 . 真 包含 的 例子 为 : 

设 关 一 E',4 一 (一 1,DU{2). 则 Bd A={ 一 1,1), 而 B44 一 {一 1,1,2}. 故 Bd ACBdA 
且 Bd 4BdA. 

叉 设 基 = 记 ,4A 二 (一 1,0],8 一 《0,1), 则 

Bd(AUB)={—1,1), bd4= (一 1,0)， BdB = {0,1}. 

此 时 Bd(AU B)C(BdA)U (BdB)E Bd(AU Bz (BdA)U (BdB). 

(4) 

rr& (BdA) U (BdB)=>x & BIA Hx & BdB 
>JUEN(r)sSt.UVUNA=G 或 UNMNMEA= C,H 
3YE.frr)st. 站 8B=O 或 也 门 罕 B = 人. 

于 是 有 下 述 4 种 情况 : 

1” UNA=YH VNMNB=, 

2” UNMNA=YGEHVNSB=Y, 

3 UNZA=ZHVNMNB=G, 

4 UNSA=@G 有 EVNGB= YG. 
而 1°,2°, 3" 的 每 一 种 都 可 推出 (UNV)N CANB)= 名 ,4° 则 推出 (UNV) 中 
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( (AU(FB))=G. 

这 就 表明 3 W=UNYETCr) st. WN CA4NB)= 或 WN(%(AN 站 mB)) = ， 
所 以 z 冬 BdC4PmB). 从 而 BdC4mnB)CCGBd4)U(CBdB). 真 包含 的 例子 同上 述 (3) 的 例子 . 

口 

1.2.10 如 果 拓 扑 空间 (X,r) 的 子 集 4,B 满足 条 件 :4 门 B== 儿 = 二 4 门 B, 则 称 4,B 是 

相互 隔离 的 . 证 明 : 如 果 4,B 是 相互 隔离 的 , 则 上 题 中 的 (3) 等 号 成 立 , 邵 
Bd(A U B) = (Bd4A) U (BdB). 
证 ”由 上 题 (3) 的 结果 ,我 们 只 需 证 
(BdA) U (BdB) C Bd(A U B). 

设 rzEBd4, 则 Y DECz)， UN 人 4 隆 名 ,当然 有 UN CAUB) 关 包 , 下 面 要 证 UN 多 (A 
UB) 天 他 ， 

假定 3UVE.ACz) st DGSC4UBD))= 人 好. 则 YYE-rCzr)， 

‘UNV NEGAU BCUNGAU B= LY, 

即 UNVNSANGB=g, 故 UNVNSA CB. 

由 于 xEBd4A, 所 以 UNVN 站 宅 A 关 如 . 于 是 3 yEUNMVN 儿 ACB. 从 而 VN 们 B 关 放 , 即 
得 x€B. 

由 于 4 门 巨 王 好 ,所 以 zE 宇 4. 又 因 zxEBd4C4C 客 嫩 , 所 以 又 有 7E 客 有 故 得 

rE (ZA) 门 (EB) = YAU B), 

这 与 忆 门 宏 (4UB) 王 好 矛盾 . 至 此 证 明了 rzEBd(4UB). 因此 BHACBd(AUB). 同 理 可 
证 BdBCBdCAUB). 所 以 (BAA)U (BdB)CBdCAUB). 口 
1.2.11 设 XX 为 非 空 集 ,r={GCXIZG 有 限 }U{Z),r' 一 {GCX|ZG 可 数 )U IC)， 
易 见 t,r' 都 是 XX 的 拓扑 . 分别 叫做 基 的 有 限 补 拓扑 与 可 数 补 拓扑 . 证 明 : 在 可 数 补 拓扑 空 
间 4X,r ) 中 序列 《x,)sen 一 x 的 充 要 条 件 是 3 no EN st. Yn 之 no,X, 一 XZ. 

证 : 只 需 证 必要 性 . 假定 (x,).en 一 x, 取 

U={rn EE Nz, Ar} 

则 U 为 包含 工 的 开 集 , 故 U 是 工 的 邻 域 . 于 是 眉 n6EN st. Yn 之 no;Xxs€EU. 据 U 的 定义 
必 有 YW nn 之,T, 三 广 . LD 

1.2.12 定义 :在 拓扑 空间 (X,r 中 ,一 个 子 集 4 如 果 能 表示 成 可 数 个 开 集 的 交 , 则 称 
4 为 G@s 集 , 如 果 能 表示 成 可 数 个 闭 集 的 并 , 则 称 之 为 F。 和 集 . 证 明 : 

(1) 度量 空间 (X,p) 的 每 个 闭 集 是 Gs 集 , 每 个 开 集 是 F。 集 . 

(2) 在 可 数 补 空间 (X,r* ) 中 ,每 个 下 , 集 都 是 闭 集 ,每 个 Gs 集 都 是 开 集 . 

(3) 在 有 限 补 拓扑 空间 (X,r) 中 ,所 有 Gs 集 组 成 之 族 恰 好 是 同一 集 X 上 的 可 数 补 拓 
扑 盖 ， 

证 (1) 设 忆 为 (X,o) 的 闭 集 ,Y nEN 令 


G, = {x € XIp(x,F) 一 二 } 
则 CG, 是 X 的 开 集 ( 见 Bl.1.6) 且 = 由 G, 


事实 上 ,fC 间 G' 是 显然 的 . 又 若 zE NG,, 则 V n€EN, p(x,F) < 二 ， 于 是 3 x.EF 
sS. t。 CT < 六， 
现 VUE.Y(z)mr3ae>0s.t Bre)CD, 对 上 述 s, 取 nmENs.t 二 <<e, 则 由 上 述 


I reEFst reEB(rz, 了 )CB(zrie)CU. 即 UNF 关 所 ,所 以 zEF=F. 于 是 从 GCF, 从 而 
五 一 人 CC 这 这 就 证 明了 玉 是 G; 集 ，。 . 
关 似 地 可 证 开 集 是 F. 集 .通过 取 补 利用 上 述 结果 也 同样 可 得 结论 . 


(2) 设 厂 是 可 数 补 空间 (X,r* 的 F, 集 , 则 存在 可 教 闭 集 族 {C,jvex 使 下 = UC 

由 "的 定义 可 设 ,V nEN, C, 是 可 数 集 (否则 3 C, 不 可 数 , 必 有 C, 一 XX, 则 F 一 XX 已 为 
闭 集 ), 从 而 下 也 可 数 ,所 以 下 是 闭 集 . 

通过 取 补 利用 上 述 结果 , 即 得 Gs 集 是 开 集 . 

(3) 如 果 G 为 有 限 补 拓扑 空间 的 Gs 集 , 则 存在 开 集 的 可 数 族 {U.jues 使 G= 门 U,。 由 
有 限 补 拓扑 的 定义 ,可 设 Yn EN ,GU, 是 有 限 集 (否则 3 ns.t. SU 无 限 , 必 有 ZL 一 XX 
即 [一 儿 , 于 是 G 一 艺 Er ) ,所 以 wCG= 口 4U, 是 可 数 集 , 因 此 GEr 

反之 , 若 GEr' ,不 妨 假定 G 关 多, 则 有 G 可 数 , 设 wG= {znEN}),Y nEN, 令 UU,= 
Z{z), 则 UEr, 且 G 一 站 0. 所 以 G 是 (X,r) 中 的 Gs 集 . 口 

我 们 容易 证 明 在 扬中 一 个 序列 (zt)en 下 x( 其 中 = 《rt 人)) ,X= 二 《ris""* XT,)) 的 充 
要 条 件 是 Y i 二 1,2,…,n 都 有 (zf)wen 习 zi. 也 就 是 说 在 FF 中 序列 收敛 等 价 于 按 坐 标 收敛 . 
这 个 结果 以 后 还 将 推广 到 积 空间 中 去 . 下 面 我 们 证 明 对 于 Frechet 空间 也 具有 这 个 性 质 , 但 
Hilbert 空间 却 不 然 . 

1.2.13 设 在 RN 一 (zenlYmrER) 上 定义 度量 or : RXR ->R 为 VY X= (xi)iensy 
= (yenER" 


| 
pc 一 袜 2 和 全 二 十 |， 
容易 验证 cr 满足 度量 公理 . 称 (Rs 为 Fréchet 空间 . 证 明 在 此 空间 中 ,序列 (万 )eeN-> 工 
的 充 要 条 件 是 VY i EN, (zi) >zi. 
其 中 Y kr—= (rx!)ien, 工 一 《Zi)ieN。 
证 ”必要 性 . YIEN, 及 e>0, 取 9 使 0<6<min|1， 
S.T。 vy kho, pr (rx )< 2 和 ,所 以 


于 让 由 (zyewz 知 3 名 EN 


- (| - 
2 一 I+ le pr(r rT) < 2 人， 
Iz x |z— x|)6. 


因 0 二 8 二 min1{1， Ta)? ; 故 有 


xi<2WG 瑟 <<i 人 1-T 
所 以 


《ReN Ti. 
充分 性 . VY e 汪 0, 选 取 nEN s.t. 之 275. 


因 Y i=1,2,… (xie 故 卫 上 EN st Vk 宇 ， Ee 
于 是 Y k 宇 max {|i 二 1,2,…,n} 有 


天 |x? — xi| 
Ar sf) = > [ee + > | 


1 十 Ey 一 XZ;| 
< rl+ > 2 
| i=nt! 


€ 


< pe 


所 以 


(XD en 四 [DD 


3 


1.2.14 设 H={(z)enER"|D ri<+oo).Y r=Cr)enry=(y)enEH 令 
i=| 


四 二 
or(Cryy) = ( Dr 一 2 和] 
1 一 
则 易 证 pu:HX HR 是 二 的 度量 ,《 杏 ,pn) 叫 做 Hilbert 空间 . 证 明 ; 如 果 (《 如 ,pn) 中 的 序 
列 (Xx)eEn> I, 那么 Y iEN, (rt)ien 一 7X;( 其 中 X= (rt) en T= (Xi) en). 及 之 不 然 . 


证 因为 Y IECGN， [x —zi lon (x ,7). 所 以 当 ( 刀 ?ecN-> 工 时 ,显然 有 (ri)ien 一 Xx(YV 1iE 
N). 


反 过 来 sv kEN, 取 X= 二 《zt)ren 如 下 : 


wll i 二 

' 0 i 关上 
显然 VY i EN, (zt)en 中 , 当 R>i 时 ,zt 二 0, 所 以 《xt)ien 一 OO 二 (0,0,…). 但 VY kEN 都 有 
pn《z,O 〇 ) 二 1 所 以 (xz)ien 决 不 会 收 化 到 O. DD 


注 ”尽管 在 (五 ,py) 中 ,序列 收 化 与 按 坐 标 收 敛 是 不 等 价 的 . 按 坐 标 收 敏 只 是 序列 收敛 
的 必要 条 件 . 但 限制 在 《如 ,pn) 的 下 述 子 空间 (叫做 Hilbert 2 


He= {lr)ien E HIViE NOZLSR 二 ) 
中 ,那么 Hc 中 的 序列 收敛 等 价 于 的 按 坐 标 收 伍 ( 见 练习 Ci.2.14, 也 见 B6.1.5 的 注 ). 
(二 ) 常见 错误 分 析 


1.2.15 试 分 析 下 述 关于 闭 包 的 任意 可 加 性 
U4,=U A 
MEA4. AEA 


的 证 明 错 在 何 处 : 
首先 易 见 
YmEUA. 

现 设 zE U4, 则 VY UE f(z) ;VNCU 4) 闫 2. 所 以 了 EAs.t. UNA4 隆 多 ,于 是 
7E A CU 4 即 也 有 UY A 

分 析 ”出 B1.2.3 可 知 闭 包 运算 不 具有 可 数 可 加 性 , 更 不 具有 任意 可 加 性 .由 
B1 .2.4 可知 在 加 上 “(4i)xe 4 局 部 有 限 的 ”条 件 后 上 共有 可 加 性 . 上 面 的 证 明 是 在 未 加 任何 条 
件 的 情况 下 给 出 的 . 因此 确信 这 个 证 明 是 错误 的 ,但 粗 看 起 来 似乎 也 是 正确 的 . 那么 到 底 
错 在 何 处 昵 ? 让 我 们 认真 地 仔细 地 对 照 关 于 集合 接触 点 定义 中 的 条 件 : 

ZE A ,必须 要 求 对 于 “固定 的 子 集 4,” 有 

“YUEAC UNA A GY". 
但 在 上 述 证 明 中 ,加 是 与 已 有 关 的 ,对 于 不 同 的 局 , 一 般 地 有 不 同 的 使 忆 门 4 天 好 .而 未 
能 证 明 有 一 个 国定 的 A 使 WY CE.4Cz) 都 有 人 4 和 好 ,所 以 由 此 断定 rzE A 是 错误 的 . 
口 ] 

1.2.16 设 在 拓扑 空间 (X,ry 中 ,4 为 开 集 上 且 ACB, 证 明 4 一 4 门 38. 对 这 一 命题 下 述 
三 种 证 明 都 有 错误 , 试 分 析 其 错误 所 在 

[法 一 ] 由 于 4 站 BC4, 所 以 41 EEC. 再 设 zxE4, 则 YE.Yrz)， UN AKG, 双 A 
CB, 故 x€ACB, 从 而 也 有 UNB 关 名 ,因此 UN 4AN 站 B 关 名 ,所 以 xz€E Af|B, 于 是 二 CC 
A 们 B, 从 而 A=AN 门 B. 

[法 二 ] 设 rE4, 则 YUEA(x) 门 r 因 AEtr 有 UNMmAEz, 而 xEA4CB, 所 以 UNAN 
B 关 名 ,于 是 -EANB. 

[法 三 ] 设 xE€EA 则 YUEANA(z),UN4 关 名, 故 3 yEUNMmA4CB, 于 是 UN AE 
.1(y), 从 而 UNANMB 关 几 , 故 有 rE ATIE. 

分 析 [法 一 ] 中 ,根本 没有 用 到 AEr 这 个 条 件 . 但 当 4AE&r 时 ,结论 不 真 . 例如 :已 一 
,A 二 {V2),B==Q. 显然 有 ACE:=0=B,A=(vV?2}), 而 A418= 多 = 名, 所 以 A 关 
A 门 B. 由 此 可 以 断定 [法 一 ] 是 错误 的 . 仔细 检查 即 可 发 现 仅 由 U 们 4A 对 名 与 UN 站 B 关 放 就 
得 UN ANB 关 儿 是 错误 的 . 

[法 二 ] 中 , 虽 已 指出 U 门 4E7, 但 接着 由 x€B 得 出 U 门 4A 们 B 关 名 是 不 充分 的 .因为 U 
人 NA 是 否 为 x 的 邻 域 不 得 而 知 . 在 题 中 根本 没有 假设 4 也 是 闭 集 , 故 不 能 排斥 x€ A 一 A， 
对 于 这 样 的 xz,U 门 4 就 肯定 不 是 xz 的 邻 域 了 ,所 以 不 能 由 UmAET 以 及 xEB 断 言 UNn A 
们 BV. 

由 上 一 段 的 分 析 可 知 要 得 UN 门 A4 门 B 关 乡 就 得 考虑 U 门 A 是 否 为 互 中 某 点 的 邻 域 , [法 
三 ] 中 虽 已 指出 3 yEU 作 4CB, 但 由 此 断定 U 门 AE.AN(y) 还 不 充分 . 按 本 书 关于 邻 域 的 
定义 ,U 不 必 为 开 集 , 故 UN A 不必 为 y 的 邻 域 ,这 个 错误 是 很 容易 更 正 的 . 只 要 改 “Y UE 
.人 (xX) ”为 “Y UECz) 站 ”或 改 *D 站 4A 关 ”为 <“U 门 4 关 B ”就 成 为 正确 的 证 明了 . 

本 题 还 有 一 种 简明 的 证 明 如 下 : 

设 rE4, 则 V UE.T(Cr),; 由 AEr 知 U 门 AEY(x). 而 xEACB, 放 有 UNANBz 
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即 得 xEA4 门 瑟 . 于 是 4C4 门 B, 从 而 ACANB. | 

1.2.17 设 A,B 为 拓扑 空间 <X,r) 的 子 集 ,证 明 

(AUB)=A UB 

易 见 A'UBCCAUB)'. 下 证 (A4UB)CA'UB'. 

设 xECAUB)', 则 UEA (rz) 有 UMC(AUB) 一 (x)) 关 2. 
即 

(U— {rr)N AUB)AYG. 
所 以 : 
(U 一 {7)) 介 4 关 名 ,或 (U 一 {x})) 们 B 关 2. 

由 (U 一 {x)) 门 4 关 名 ,得 x€E4', 由 (一 {x)) 门 B 关 侣 得 x€EB'. 所 以 ,xEANUB'. 

试 指 出 上 述 证 明 的 错误 之 处 ， 

分 析 “Y UE-fCz) 有 (一 (z 门 门 4 关 好 或 (C 一 (人 z)) 门 B 天 好 ?" 意 指 对 任意 给 定 的 以， 
在 “(U 一 {x)) 门 4 关 名 ”与 “(U 一 {7)) 门 B 关 名 ”中 总 有 一 个 成 立 , 到 底 哪 一 种 情况 成 立 , 这 
依赖 于 口 ,对 -- 个 特定 的 UU 可 能 是 (U1 一 {rx)) 作 4 关 风 ,而 对 另 一 特定 的 U,, 可 能 是 (U, 一 
{x)) 门 B 关 ”这 当然 不 等 于 VY UEAN(r) 有 (UVU 一 {x)) 站 4 了 名 ”与 “YUEA(r) 有 (UU 一 
{zx)) 站 B 关 多 ”总 有 一 个 成 立 . 因为 后 者 的 两 种 情况 ,无 论 哪 一 种 成 立 都 要 求 “ 对 所 有 的 "U 
成 立 , 前 者 却 不 然 , 在 4 与 B 中 固定 一 个 比如 4, 不 能 断定 对 所 有 的 UU 有 (UU 一 {x)) 们 A 闫 名 
成 立 . 所 以 也 就 不 能 断定 xE A' 或 xE B' 总 有 一 个 成 立 . 这 个 错误 实质 上 与 B1, 2. 15 的 错 
误 是 一 样 的 ,只 不 过 这 里 的 结论 本 来 就 是 正确 的 . 所 以 更 迷惑 人 ， 

正确 的 证 明 如 下 : 

设 xz 各 4 UB 则 zg4 且 z 们 有 .于 是 3D7E.z) st， 

(UHNA=2 EV-{r NB=g. 

从 而 对 于 WW=UNVEAN(x) 有 (W 一 {x 站 (4UB)== 名 , 故 xz 人 (4UB) ,这 就 证 明了 
(AUB)YCA’'UB’ 口 ] 


C 练习 题 


1.2.1 设 在 N 上 有 两 个 拓扑 
t= {1,2000 nn EN}YU (GN}, t= {nn 二 1 n+ 2 } ln €E N}U (0). 
试 求 单 点 集 {n}) 在 (N,r) 与 ‘N,7r) 中 的 导 集 . 
1.2.2 设 z,y 为 拓扑 空间 (XX,t) 中 的 点 ,证 明 : 
{z= yONr) = Ny) 
1.2.3 设 G 为 拓扑 空间 《4XX,r) 的 开 集 ,F 为 闭 集 ,证 明 GG 一 下 为 开 集 ,F 一 G 为 闭 集 . 
1.2.4 设 4 为 拓扑 空间 (XX,zt) 的 闭 集 ,B 为 X 的 任 一 子 集 , 证 明 : 
BN (BdA) C Bd(A NN B). 
并 举例 说 明 如 果 4 不 是 闭 集 , 上 述 关系 不 必 成 立 . 
1.2.5 设 CG 为 拓 空 间 (X,r? 的 开 集 ,4CX, 证 明 : 
(1) GNA CGNA)’, 
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(2) GNACANG, 从 而 GNA=GTA. 
1.2.6 设 A,B 为 拓扑 空间 (X,r? 的 子 集 且 A'CBCA, 则 B 为 闭 集 . 
1.2.7 设 4 为 拓扑 空间 4X,r) 的 子 集 , 证 明 : 
ZE4 一 4 全 3CErst GN A= {rr}). 
(4 一 汪 中 的 点 工 叫 做 4 的 孤立 点 . ) 
1.2.8 设 mc 是 非 空 集 和 的 两 个 拓扑 且 mCm ,4CX. 证 明 : 


Cl, AC ClL4， Int, A C Int, A. 
1.2.9 设 {4)ies 为 拓扑 空间 (对 ,Tr) 的 子 集 族 ,证明 : 
(1) U ACUEG, 门 ADNAY’; 
六 所 入 AEA AEA A€EA 
(2) NN oT, U ACCU A's 
EA AGE 各 EA AGE 各 


1.2.10 设 A,B 为 拓扑 空间 (X,ry> 的 子 集 , 证 明 : 
A—BCA—BCA—B, 


并 给 出 真 包含 的 例子 . 

1.2.11 设 [4,)en 为 拓扑 空间 (六 ,rt) 的 子 集 的 可 数 族 ,证 明 ， 
U4.=(U AU N U4 

1.2.12 试 利用 公式 Al.2.5(3) 写 出 与 上 题 对 偶 的 关于 内 部 运算 的 结果 . 
1.2.13 设 .x 是 拓扑 空间 ( 久 ,z) 的 局 部 有 限 的 子 集 族 , 证 明 : 
0) 7 一 (41|AE.H) 以 及 部 {A|AE .v7) 也 局 部 有 限 . 
(2) (U2)'=U{A AE.). 
1.2.14 证 明石 -(B1.2.14) 中 的 序列 收敛 等 价 于 按 坐 标 收 合 . 


3 1.3 拓扑 基 与 可 数 性 公理 


A 内 容 提要 


1. 3.1 定义 ”拓扑 空间 (XX,r) 的 子 集 族 多 如果 满 足 条 件 : 多 Cr 且 Y GEr 以 及 XIEG 
3 BE 多 s.t. TE BCG, 则 称 家 为 拓扑 r 的 (或 空间 (X,r) 的 ) 一 个 基 . 如 果 《X,r) 存 在 一 
个 可 数 的 基 , 则 称 (X,r 是 第 二 可 数 的 . 

1. 3.2 定义 ” 设 ( 久 ,7) 为 拓扑 空间 , rEX, 多 (zx)CA(x), 如果 Y UE-ACz) 3 了 BE 
六 (x) st BCU, 则 称 多 (zx) 为 点 x 的 邻 域 基 . 如 果 多 (z)Cr 则 称 开 邻 域 基 . 如 果 V xE 
和 X 都 有 可 数 的 邻 域 基 , 则 说 (和 X,r) 是 第 一 可 数 的 . 

易 见 度量 空间 (X,p) 的 全 体 开 球 {B(zve)|zEX,e>0} 是 p 诱 导 拓 扑 的 一 个 基 ,VY xE 
久 , {B(x,e)1e 之 0} 就 是 点 x 的 ( 开 ) 邻 域 基 ,E" 是 第 二 可 数 的 ,度量 空间 总 是 第 一 可 数 的 ,第 
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二 可 数 的 空间 《X,r) 必 是 第 一 可 数 的 . 

1. 3.3 定理 ”拓扑 空间 (XX,r) 是 第 一 可 数 的 名 VYV xEX 存在 可 数 的 开 邻 域 基 (7x) 二 
{Cen 使 VY nE N,U, ,CU,( 称 之 为 渐 缩 的 ). 

1. 3.4 定理 设 (X,z) 是 第 一 可 数 的 拓扑 空间 ,4CX, 则 

(1) x€ 4 人 存在 4A 中 的 序列 (rc,) ,en 一 文 . 

(2) A 为 闭 集 售 A 的 每 个 收敛 序列 的 极限 属于 4. 

(3) x 为 天 中 序列 (ri)ien 的 接触 点 全 存在 子 序列 (x ye 

1.3.5 定义 ”如 果 拓扑 空间 (X,zr) 的 每 个 开 覆 盖 史 ( 即 多 Cr 且 U8 一 X) 都 有 可 数 的 子 
办 盖 和 ( 即 可 数 族 多 CS 且 US 经 = 和 X) 则 称 ( 和 ,rz) 是 Lindelof 的 ;如 果 有 一 可 数 子 集 4 在 X 
中 稠密 ( 邵 4 王 X), 则 称 (X,zr? 是 可 分 的 ， 

1. 3.6 定理 ” (1) 拓扑 空间 (X,r) 是 Lindelof 的 全 对 于 由 拓扑 基 .名 的 成 员 组 成 的 开 柳 
盖 总 有 可 数 子 覆盖 . 

(2) 第 二 可 数 的 拓扑 空间 总 是 可 分 的 ,Lindelof 的 . 对 于 度量 空间 ,第 二 可 数 必 可 分 
人 多 Linelof 的 . 


B 例题 


拓扑 基 是 一 部 分 开 集 ,这 部 分 开 集 可 视 为 “基本 ”的 开 集 . 其 它 任何 一 个 开 集 都 是 一 些 
“基本 ” 开 集 的 并 .相应 的 对 于 一 点 的 邻 域 系 f(x), 其 中 也 有 一 些 “ 基 本 ”的 邻 域 组 成 的 邻 
域 基 ,其它 的 邻 域 总 包含 某 个 “基本 ” 邻 域 ， 

因此 凡是 用 开 集 描述 的 性 质 都 能 改 用 拓扑 基 的 元 来 描述 ,凡是 用 邻 域 的 行为 来 刻 划 的 
概念 也 都 能 改 用 邻 域 基 中 元 的 行为 来 刻 划 .读者 应 善于 利用 拓扑 基 与 邻 域 基 解 题 的 技巧 . 
正如 数学 分 析 中 用 e- 邻 域 而 不 是 用 任意 邻 域 解 题 一 样 . 

1.3.1 设 X 为 非 空 集 ( 至 少 含有 两 点),pEX,r 二 {GCXIpEG}U1} 是 XX 的 拓扑 ， 
称 之 为 特殊 点 拓扑 . 

(1) 判断 下 述 .区 是 否 为 tr 的 基 , 为 什么 ? 

Hi= {pr}|rEX— {pp}}, =={(x}|xEX), 
N={{p,r}|rEX), B= {GCX|pEG}. 

(2) 设 ACX, 试 求 4' 与 4. 

解 (1) 马 , 不 是 rz 的 基 , 因 为 开 集 { 包 不 是 静 , 中 一 些 元 的 并 . 马 : 也 不 是 + 的 基 , 尽 
管 每 个 非 空 开 集 都 是 .多 , 中 一 些 元 的 并 ,但 rz 天 户 时 ,{(z)E ,而 {z) 和 mr 即 几 ; 中 含有 不 
是 开 集 的 元 , 驴 ,,. 鸭 , 是 z 的 基 , 因 为 它们 符合 定义 的 条 件 .可 见 同 一 个 拓扑 z 的 基 不 是 唯 
一 的 。 

注 ”初学 者 往往 忽略 “各 Cr” 这 个 条 件 , 这 要 特别 引起 注意 . 

(2) 当 pEA 时 ,VY XEX 一 {1p}), 由 于 7 的 基 . 罗 ,中 包含 x 的 元 只 有 {p,x}, 即 xz 有 一 个 
邻 域 基 , 它 只 有 一 个 元 {p,7}), 且 {ps7T) 们 (4 一 (7)) 关 名 ,所 以 XEA'. 

而 当 pA 时 ,VY XEX,{p,7x} 站 (A 一 {x))= 二 名 ,所 以 x 多 4A'. 因 此 
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类 似 地 可 得 
A 当 pE€ 有 4A 时， 
0 当 pp 和 A 和 4 时. 

1. 3.2 ”证明 不 可 数 的 特殊 点 拓扑 空间 (X,r) 是 第 一 可 数 的 ,可 分 的 ,不 是 Lindel6f 的 . 

证 由 上 例 可 知 , 若 p 为 特殊 点 , 则 1p) 二 苹 , 所 以 (XX,r) 是 可 分 的 . 

VYV XEX,{Xx,p} 是 x 的 邻 域 ,昌江 的 每 个 邻 域 都 包含 {r,p}) ,因此 {{x,p)}) 就 是 x 的 邻 域 
基 . 所 以 (X,r) 是 第 一 可 数 的 . 

令 宅 二 {{x,p}|xEX 一 {p)), 则 泡 是 X 的 开 覆 盖 , 由 于 六 不 可 数 , 故 作 也 不 可 数 , 显 然 
多 无 子 覆盖 ,所 以 (X,r) 不 是 Lindelof 的 . 口 

1.3.3 证 明 不 可 数 的 有 限 补 拓扑 空间 (X,ry(B1.2.11) 是 可 分 的 ,Lindelof 的 .不 是 第 
一 可 数 的 . 

证 设 4 为 和 的 一 个 可 数 无 限 子 集 , 则 V zEX 以 及 UE.TCr), 由 于 运 Ur 有 限 , 必 有 
UN 门 4 关 GB. 故 x€E A, 于 是 4 稠密 ,(X,r) 是 可 分 的 . 

设 多 为 X 的 任 一 开 覆 盖 , 设 GE 史上 且 G 关 CB, 则 儿 G 有 限 ,必用 的 有 限 个 成 员 就 能 窗 
盖 久 .所 以 LX, 是 Lindel6f 的 . 

现 设 iUijex 是 点 x 的 可 数 委 域 基 , 则 ZU; 有限 (V 门 , 因 X 不 可 数 , 故 3 yE NU,= 
(UCZU)) 使 yz 而 儿 (y)EYCT) 且 V i5U,KG 1y} ,与 {Ui}iex 为 邻 域 基 蔬 盾 .所 以 
(不 是 第 -一 可 数 的 ， 口 

1. 3.4” 设 (X,p) 为 度量 空间 ,证 明 : 如 果 基 可 分 , 则 XX 是 第 二 可 数 的 . 

证 设 姜 为 X 的 可 数 稠密 子 集 , 令 31 二 (Bla, 二 )|la€E DwnEN). 则 :Cts,(t 为 p 


| 


诱导 的 拓扑 ). 现 设 CErrEG, 则 村 es>0,，s.t、 Bre)CG. 取 nEN s.t. 三 <e, 便 有 


BCz, 二 )CG, 由 于 万 一 X, 故 Br, 二) 由 D 关 2, 妈 J aED ss.1. ptaz)<< 二 ,于 是 VY yE 


BCu, 工 ) 有 
nn 
1 1_2 
pz) 所 P(r,0) 十 playy) < 二 十 二 二 二， 
即 Ba 和)CBCz, 二 )CG, 这 就 证 明了 治 是 的 基 , 且 5 是 可 数 的 ， 口 


1.3.5 设 (X,zr) 是 第 二 可 数 的 ,证 明 z 的 任何 一 个 基 窑 总 存在 一 个 可 数 子 族 ,性 %， 
它 也 是 rz 的 一 个 基 . 
证 设 . 航 ={ 五 ,}) ceN 是 (Xz) 的 一 个 可 数 基 . 令 
M=((rmy ENXNI3CESst BCCCE 
若 忆 ,天 人 好, 设 xE 有 , 因 关 是 z 的 基 : 故 3 CE 和 st rzECC 有 又. 移 是 基 , 故 了 已 ,st x 
EBCCCB,. 故 M 尖 名 , 且 M 可 数 . 
VY (a EM, 取 定 一 个 CmEZ st CC CDB 则 


Go 一 (ComE 窜 | (ny EM 

是 拟 的 可 数 子 族 , 故 它 ,CC 宪 Cr 

现 设 GErT,xEG, 则 3 BEBst. rrEBCGCG, 又 CE 和 st ECCRB IB, 
s,t, XE BCCCB,, 于 是 n,m)EM.,. 于 有 CwmECo, 5s,t. xzEBCC CEBCG. 故 呈 是 = 
的 一 个 基 . 口 

1.3.6 (1) 证 明 连续 函数 空间 多 ([0,1],E'), 取 上 确 界 度量 p' ( 即 p* (f.g)== 
,Supj1/(D) 一 g(t)1), 是 可 分 的 

(2) 有 界 函 数 空间 多 ([0,1j,E') 二 {ff : [0,1j>F|f(L0,1]) 在 E' 中 有 界 ), 取 上 确 
界 度量 ,不 是 可 分 的 . 

证 (1) YnEN 令 

,= {f EG ED)IfO EQEVE=1,2,.,n 


7 全 ) E Qflui.4) 是 一 次 式 )， 


则 可 数 ,从 而 了 二 UE, 可 数 . 


设 JE 安 ([0,1], 五 ),B… (六 se) 为 任 一 球形 邻 域 ,由 于 了 在 [0,1]j 上 一 致 连续 ,所 以 存 
[f(t) 一 7) < ef/6 
1 


取 nEN s.t., 万 二 Se) k=1,2,.* 7 选取 rmEQ 使 
Le D) — nl < e/6. 


令 gg : [0,1j 一 ,使 VY k==1,2,*…,n， g( 生 )=n 且 814-1.4, 是 一 次 式 , 则 gE€ 及 ,下 面 证 明 
p'(f,e)<e. 
VtE[0,1] 3 EENU {0} s.t. 和 Ce< 人 ,由 gl. 是 一 次 式 , 故 


k k+l1 
lg(=) — g(1)| < lg( 全 ) 8 一 )| 
于 是 ， 
k k 
GD ~ gO SD ~ gE)| + g(t) 一 BC 
|f0) 一 8 人)| 十 le() 一 gC 十 2 | 
SO I+) 一 (全 | 十 1( 全 ) 一 恋人 )| 
二 1 人) 一 Fe 1) | 十 ft) — gl 1)| 
5e/6 
所 以 


pp’ (f,g) = ,Sup, |f0)— g(t)| 5e/6 <Ee 
一 24 


这 就 表明 g€ Bi (CHFe) 站 ES. 于 是 /EEG, 即 4 稠密 亦 即 才 ([0,1],E') 是 可 分 的 ， 
(2) 设 贸 ={fi)en 为 : 罗 ([0,11,) 的 任 一 可 数 子 集 ， 由 于 


[0,1]= {UU [Ui 一方 :1 一 了) 


0 t= 1， 


ll li. / 1 1 ， 

2 1€[l— ,1 ji EY EL | Ta 111 
#0 一 1 1 1 1 

0 i€ED 1 ED 1 大 人 1 全 1 


nn 二 1,2,3,." 
则 gE€E 光 (0,1],E') 有 EY nEN,p' (gf) 守 1. 所 以 
Br(g,)N Y= ,Bet TZ. 
于 是 ,多 ([0,1j,E') 的 任 一 可 数 子 集 都 不 稠密 , 故 名 ([L0,1j,EE') 不 是 可 分 的 . Li 
注 在 解 有 关 可 数 性 的 习题 时 ,常常 要 借助 于 自然 数 集 和 有 理 数 集 , 并 且 有 理 数 集 的 笛 
密 性 是 很 有 用 的 . 本 题 的 第 (1) 小 题 除了 闭 区 间 上 连续 函数 的 一 致 连续 性 外 ,就 是 凭借 有 理 
数 集 的 稠密 性 作出 证 明 的 . 第 (2) 小 题 的 基本 思想 就 是 根据 数学 分 析 中 常用 的 “对 角 线 法 


则 ”来 构造 函数 g 的 .将 定义 域 [0,1] 分 成 可 数 无 限 个 区 间 ,使 在 第 ， 个 区 间 [1 一 二 ,1 一 
二) 上 & 与 所 的 函数 值 之 差 的 绝对 值 的 上 确 界 之 1， 从 而 使 5 巧 , 而 得 到 我 们 所 要 证 明 
的 结果 . 

. 在 《数学 分 析 》, 人 复 变 函 数 } 与 4 实 变 函 数 } 中 ,我们 知道 对 于 rr 而 言 ,Al. 3.4 中 的 三 个 
结果 总 是 成 立 的 . 但 对 于 拓扑 空间 而 言 , 则 要 加 上 “第 一 可 数 ” 这 个 条 件 ( 由 于 度量 空间 总 是 
第 一 可 数 的 ,因此 它们 在 度量 空间 中 也 总 是 成 立 的 ) ,如 果 不 是 第 一 可 数 的 空间 , 则 可 不 必 成 
立 . 下 例 就 是 (1),(2) 的 反例 ,对 于 (3) 的 反例 见 B1. 5. 11. 

1. 3.7 试 举 例 说 明 Al. 3.4(1),(2) 对 任意 拓扑 空间 未 必 成 立 . 
解 (1) 设 忆 为 不 可 数 集 ,r* 为 可 数 补 拓扑 ( 见 B1.2.11) 取 pEX, 则 p€EX 一 1p), 但 
由 B1.2.11 可 知 久 一 {p) 中 任 一 序列 都 不 会 收 全 到 p. 
(2) 仍 在 上 述 空间 中 ,尽管 区 一 {p} 中 任 一 收 但 序 列 的 极限 总 属于 一 {p} (由 
B1. 2.11 可 知 ), 但 名 (X 一 {p)) 不 是 开 集 , 故 X 一 {p) 不 是 闭 集 . 口 
1.3.8 设 (X,r) 为 可 分 空间 ,证 明 X 中 任 一 两 两 不 相交 的 开 集 族 多 是 可 数 族 . 
证 设 4 是 X 的 可 数 稠密 子 集 , 则 
VGEG— {GI CNAKFG. 
令 
A,=U {GN AlIGE %— {8)}), 
则 A 是 4 的 子 集 , 故 为 可 数 集 . 
VY reE4i GE 多 st rEG,, 由 于 多 中 元 两 两 不 相交 ,所 以 这 个 G, 是 唯一 的 . 于 是 定 
义 了 一 个 映射 
p: A>E— {G1 rr)=0,. 
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品 然 ? 是 满 射 ,所 以 必 一 (他 } 可 数 , 从 而 多 可 数 . L 

注 ”由 于 第 二 可 数 总 是 可 分 的 . 所 以 对 于 第 二 可 数 空 间 , 上 述 结论 也 成 立 , 而 实数 轴 
(E ) 上 任意 一 个 两 两 不 相交 的 开 区 间 族 是 可 数 族 的 结论 也 是 本 例 的 特殊 情形 . 

1.3.9 拓扑 空间 (X,r) 中 一 点 工 叫 做 子 集 4 的 凝聚 点 全 YUVE. 1(r) 有 局 门人 A 是 不 可 
数 的 . 

设 (X,r> 是 第 二 可 数 的 ,证 明 : 

(1) X 的 每 个 不 可 数 的 子 集 $ 都 有 凝聚 点 rES. 

(2) 若 C 为 子 集 4CX 的 所 有 凝聚 点 组 成 的 集合 , 则 4 一 C 是 可 数 的 ,C 是 处 的 闭 集 
且 CCC' ,从 而 C'=C( 满 足 条 件 C=C 的 C 叫 完全 集 ). 

证 (1) 设 S 不 可 数 但 V xES 都 不 是 5 的 兢 聚 点 .又 设 :是 (X,r) 的 可 数 基 ， 则 
VY rES,I UE fC) s.t. U,(NS 为 可 数 集 . 从 而 3 B,E. 疱 st x€E B,CU,, 故 B, 门 S$ 可 
数 . 现 VxzE3S 取 定 这 样 一 个 有.E 霹 . 则 (3.|zE3S) 是 可 数 族 且 

U {B. NSIrE SDS 
上 式 左 端 是 可 数 集 , 右 端 是 不 可 数 集 ,这 是 一 个 矛盾 . 所 以 在 S 中 必 有 5S 的 凝聚 点 . 

(2) 车 A 一 C 不 可 数 , 由 (1) 3 xE€4 一 C s.t. + 是 4 一 C 的 凝聚 点 .于 是 VUE 
(rT),UNN (A 一 C) 不 可 数 ,从 而 上门 4 不 可 数 , 即 iEC, 矛 盾 . 故 A 一 C 可 数 . 

现 设 XEC, 则 YUEAACXD)NNrUNC 关 名 ; 故 3 yEDUmC ,而 VE.Yf CO) 且 >yEC. 所 以 
UN4 不 可 数 , 于 是 xEC, 从 而 CCC, 故 C 为 闭 集 、 

又 V x7EC,Y UE.ICr) 站 5,U 门 4 不 可 数 ,而 A 一 C 可 数 , 故 有 DUNC 不 可 数 , 必 有 rE 
C ,所 以 CCC' ,已 证 C 为 闭 集 , 也 有 C’'CC, 从 而 C'==C,C 是 完全 集 . 口 

注 (1) 的 结论 可 进一步 推广 到 遗传 Lindelof 空间 中 去 ( 见 B1.4. 3). 

我 们 已 经 有 了 w 聚 点 ,凝聚 点 的 概念 ,可 进一步 对 任 一 基数 m 引进 m- 聚 点 的 概念 ,使 
接触 点 ,ww 聚 点 ,凝聚 点 都 是 m- 聚 点 的 特例 ， 上述 结果 可 得 到 进一步 的 推广 . 编者 还 在 拓 
扑 分 子 格 中 引进 了 m- 聚 点 的 概念 。 作 了 相应 的 讨论 . 感 兴趣 的 读者 可 参阅 :(1) 陈 秘 姜 , 拓 
扑 空 间 中 的 m- 取 点 ,南京 大 学 学 报 Vol. 24,No. 2(1988)pp. 169 一 177,(2) 陈 获 姜 ,拓扑 分 子 
格 中 的 m- 聚 点 ,南京 大 学 学 报 数学 半年 刊 No. 1(1988) ,pp. 42 一 49. 

1. 3.10 证 明 第 二 可 数 的 拓扑 空间 (X,r) ,总 有 Cardt 仿 2. 

证 设 .好 为 (Xz) 的 可 数 基 , 则 Y GET 一 {名 }, 记 

BG) = {BE HIB CO) 
今 
Gir {GF(HB) GPGG)=R(G) 
由 于 局 . 盘 (C) 一 C, 故 9 为 单 射 ,从 而 
Cardr = Card(t — {2)) < Card.52( 否 ) SO. 
这 里 我 们 假定 t+ 是 无 限 的 ,因为 r 有 限 就 没有 什么 可 证 的 . 记 
注 这 道 题 表明 对 于 第 二 可 数 的 空间 , 开 集 的 个 数 以 实数 集 的 基数 为 上 界 . 


C 练习 题 


1.3.1 设 . 航 为 拓扑 空间 4X,r)? 的 基 , 证 明 ， 

V EX 

Br) = {BE .HIrEB) 

是 x 的 一 个 邻 域 基 . 

1.3.2 设 XX 为 无 限 集 ,pEX 为 固定 点 . 

tr 二 {GCXIpEG 或 安 G 有 限 } 

易 证 = 是 X 的 一 个 拓扑 .(Xsr> 叫 Fort 空间 . 

(1) 求 (X,r? 的 --- 个 基 ， 

(2) 4CX, 在 (X,r) 中 , 求 互 与 4 

1.3.3 设 (X,r) 是 第 一 可 数 的 拓扑 空间 ,4CX, 证 明 :4 是 开 集 的 充 要 条 件 为 :对 于 XX 
中 任 一 序列 人 zzeNw 如果 (z)yenzE4, 那 么 存在 mEN 使 当 n 之 no 时 ,zx,€ 4. 

1.3.4 证 明 实数 的 收敛 序列 空间 4C,6)( 见 C1. 1.2) 是 可 分 的 ,有 界 序列 空间 (B,p) 不 
是 可 分 的 ，“” 

1.3.5 设 (X,p) 为 度量 空间 并 存在 一 个 有 限 的 基 沁 . 证 明 《XX,p) 必 为 只 有 有 限 个 点 的 
离散 空间 . 


3 1.4 拓扑 空间 的 子 空间 


A ”内容 提要 


1.4.1 定义 设 S 为 拓扑 空间 ( 针 ,r) 的 非 空 子 集 ,zt;=={G 门 SIGET} 是 5S 的 拓扑 ,叫做 
S 的 子 空间 拓扑 (也 叫 相 对 拓扑 ,诱导 拓扑 )(S,rs) 叫 做 (X,r) 的 子 空 间 . 如 果 S 本 身 又 是 久 
的 开 ( 闭 ) 集 时 ,就 叫 S 为 开 ( 闭 ) 子 空间 . 如 果 对 于 某 种 性 质 PP, 只 要 (X,r) 具 有 PP, 那 么 X 
的 每 个 子 空间 也 有 性 质 P, 则 称 P 为 遗传 性 质 . 

1.4.2 定理 设 5S 为 拓扑 空间 (了 ,zt) 的 于 空间 ,ACS,xE5, 则 

(1) AE.LTAT OIUE NYT) st， A=UNMS. 

(2) ClsA= (Clx4) 门 S. 

(3) 4 闭 于 Se 了 尺 闭 于 和 使 4 一 天 门 S. 

(4) 车 5S 为 开 子 空间 , 则 4 开 于 5S 售 A 开 于 XX. 

(5) 车 5 为 闭 子 空间 , 则 4 闭 于 Se 4 闭 于 式 . 

1.4.3 定 理 可 分 空间 的 开 子 空间 是 可 分 的 ,Lindelof 空间 的 闭 子 空间 是 Lindelof 的 ， 
第 一 、 二 可 数 性 是 遗传 性 质 . 
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在 解 有 关子 空间 的 问题 时 ,必须 特别 注意 把 相对 于 子 空 间 而 言 的 概念 与 相对 于 原始 空 
间 而 言 的 概念 严格 区 分 开 来 . 语言 表述 ,文字 符号 等 都 要 明确 显示 出 来 ,绝对 不 能 混淆 ,和 否 
则 常常 会 导致 错误 . 子 空 间 $ 与 原始 空间 X 联系 的 纽带 主要 是 ，; 

G 开 于 SGIG* 开 于 Xs.t. G=G 站 5S. 

G 闭 于 SGIF* 闭 于 Xs.t. F=F' 丫 S. 

UEN TIGIU' ENy(x) st U=U' (NS. 

ClsA= (ClxA) NS. 
其 中 G,U,A 都 是 5S 的 子 集 ， 

1.4.1 设 (X,r) 为 拓扑 空间 ,p 为 不 属于 XX 的 元 素 , 记 
X=XU{p},r = {GU {plG Er U (12), 

易 证 二 是 和 的 拓扑 , 称 (X ,tr* ) 为 (和 rz 的 闭 扩张 (因为 和 "的 异 于 和 "的 闭 集 恰 好 就 是 并 
的 全 体 闭 集 ). 证 明 

(1) 《XX*,r") 是 可 分 的 . 

(2) 〈X,r) 是 (X',r' ) 的 子 空间 . 

(3) 〈X "rr 是 第 二 可 数 的 后 (X,r) 是 第 二 可 数 的 . 

(4) 《X" ,rt ) 是 Linelaf 的 局 (X,r) 是 Lindelof 的 . 

证 (1) 易 见 Clx: {p}== 羡 ' , 故 (X",r*) 可 分 ， 

(2) YG Et ,车 G' 关 名 , 则 3 GErs.t. G' = 二 GU1{p} ,于 是 G' 门 了 X=GEr. 所 以 

{G* MN XIG* Er) Cr 

反之 ,VY GET, 取 G'==GU{p}), 则 GEr* 且 G=G' 门 XX. 所 以 rC4G mxXxIG Er 从 而 
(X,r) 是 (和 ,zr') 的 子 空间 . 

(3) “一 ” 因 第 二 可 数 性 质 是 遗传 性 质 , 故 得 结论 . 

“一 ” 设 旬 是 ‘XX,r) 的 可 数 基 . 令 
%* = {BU {p11B € %} UYU 1p}}. 

显然 多" Cr'.Y G' 二 GU {p}( 其 中 GET) 以 及 XEG' ,车 z= 二 p 则 有 {pi}E 名 * 使 pE€ (Pp}C 
G' ;车 XY 关 py 则 xEG, 故 3 BEBs.t. rEBCG,. 于 是 取 B8' 一 BUI{p}€ 名 ' ,就 有 XE€B'C 
GU14p}==G'. 所 以 叙 *' 是 r* 的 基 , 且 显然 是 可 数 的 . 

(4) “之 ” 由 于 关 =XX" 一 {p} 是 义 ' 的 闭 子 空间 , 故 得 结论 . 

“<” 设 儿 是 (X',r*) 的 任 一 开 覆 盖 , 则 多 = {G' 人们 XIG* ES'*}) 是 (X,r) 的 开 覆 盖 ， 
所 以 存在 可 数 子 族 {G7 站 XIiEN}C 多 覆盖 站, 则 相应 的 {G7 |iEN) CS 覆盖 和 所 以 
(X'* ,tr") 是 Lindelof 的 . 口 

注 ”这 个 例子 告诉 我 们 : 

(1) 可 分 空间 未 必 是 第 二 可 数 的 ,也 未 必 是 Lindelof 的 . 因为 非 第 二 可 数 的 , 非 Lin- 


delof 的 空间 (XX,r) 的 闭 扩 张 (X* ,rt* > 总 是 可 分 的 ,但 仍然 非 第 二 可 数 , 非 Lindelof. 
(2) 可 分 性 不 是 遗传 性 质 ， 
1.4.2 设 式 为 不 可 数 集 ,pEX 是 固定 的 点 ， 
r=P(X—{p))U {GCXIpEGH GG 可 数 } 
二 {GCXIpP&G 或 名 G 可 数 ). 
易 证 r+ 为 XX 的 拓扑 ,证 明 : 

(1) (于 ,rt) 是 Lindelof 的 . 

(2) 《〈X,r) 不 是 可 分 的 ,从 而 也 不 是 第 二 可 数 的 . 

(3) S 二 X 一 {Pp} 作 为 子 空间 不 是 Lindelof 的 . 

证 (1) 设 多 为 XX 的 任 一 开 和 著 盖 , 则 3 GE 多 s.t. pEG, 于 是 多 G 可 数 , 则 存在 泡 的 
可 数 子 族 史 ,覆盖 多 CC ,从 而 多 的 可 数 子 族 多 U1{G} 有 覆盖 关 , 所 以 (XX,r) 是 Lindelof 的 . 

(2) 设 4 为 和 的 任 一 可 数 子 集 , 则 委 4 不 可 数 , 取 zE 安 4 使 zx 关 p, 则 {(zr)E-rCz) 且 
(2 门 4= 好 ,从 而 4 不 是 稠密 的 ,所 以 (和 ,r) 不 可 分 . 

(3) 因 {{z)1lz€E5} 是 5 的 一 个 开 覆 盖 ({x} 都 是 子 空 间 S 的 开 集 ) 但 无 可 数 子 覆盖 ， 
故 5 不 是 Lindelof 的 ， 口 

注 这 个 例子 说 明 :Lindelof 空间 未 必 可 分 ,也 未 必 是 第 二 可 数 的 ;Lindelof 性 质 不 是 遗 
传 性 质 . 

1.4.3 车 拓扑 空间 (X,r)? 的 每 个 子 空间 都 是 Lindelof 的 , 则 称 (X,r) 是 遗传 Lindelof 
的 

(1) 给 出 遗传 Lindelof 空间 的 一 些 例子 ， 

(2) 证明 遗 传 Lindelof 空间 中 每 个 不 可 数 集 4 都 有 凝聚 点 zE A. 

解 (1) 可 分 度量 空间 :如 殊 , 连 续 函 数 空间 ( 取 上 确 输 度量 ) 客 ([0,1], 忆 7)(B1. 3.6 
(1)) ,收敛 序列 空间 (C,p) (C1. 3. 4) 都 是 遗传 Lindelof 的 ;可 数 补 拓扑 空间 ,第 二 可 数 的 拓 
扑 空间 也 都 是 遗传 Lindelof 的 . 

(2) 设 4 为 遗传 Lindelof 空间 (X,r) 的 不 可 数 集 ,假定 VY zxE 4 都 不 是 4 的 凝聚 点 . 
则 V xEA3 UEAz)frs.t. U.[1 4 为 可 数 集 ,于 是 2U={U, 门 AirE 4}) 是 子 空间 4 的 
一 个 开 覆 盖 , 故 有 可 数 子 族 (U, 站 4,U, 门 4,…,U, 门 4,…}CQU 使 


Uw, 门 4) = 4 
但 等 式 左 端 为 可 数 集 , 右 端 为 不 可 数 集 ,这 是 一 个 矛盾 ,从 而 证 明了 A 必 有 凝聚 点 属于 4. 


口 
注 ”Bl1. 3. 9(1) 是 这 里 的 特例 . 
(二 ) 常见 错误 分 析 
1.4.4 证明; 拓扑 空间 X 是 遗传 Lindelof 的 必 X 的 每 个 开 子 空间 是 Lindelof 的 . 


4 一 > 了 显然 。 
“< ” 因为 X 本 身 是 XX 的 开 子 空间 ,所 以 是 Lindelof 的 .由 Al.4.3 知 外 的 每 个 闭 
子 空间 是 Lindelof 的 ,又 据 假设 条 件 苹 的 每 个 开 于 空间 是 Lindelof 的 ,所 以 的 每 个 子 空 


间 是 Lindelof 的 , 即 和 是 遗传 Lindelof 的 . 
试 分 析 上 述 证 明 错 在 何 处 

分 析 初学 者 往往 认为 拓扑 空间 的 一 个 子 集 不 是 开 集 就 是 闭 集 .不 是 闭 集 就 是 开 集 , 据 

扑 空间 就 是 这 两 类 子 集 构 成 的 ,这 是 一 种 心理 上 的 习惯 性 错误 . 应 予 杜绝 .这 里 的 " 开 ” 与 
“ 闭 " 既 不 是 对 立 的 (事实 上 好 以 及 全 空间 和 就 是 既 开 又 闭 的 ) ,也 不 是 互 为 否定 的 ( - 般 地 ， 
都 有 既 非 开 集 又 非 闭 集 的 子 集 存 在 :如 半 开 半 闭 的 区 间 (0,1] 就 是 己 中 既 非 开 集 又 非 闲 集 
的 子 集 ). 由 此 可 知 上 述 证 明 只 是 肯定 了 义 的 开 子 空间 与 闭 子 空间 是 Lindelof 的 ,而 没有 证 

明 所 有 子 空间 都 是 Lindelof 的 ,因此 是 错误 的 . 

正确 的 证 明 如 下 : 

“<” 设 $S 为 XX 的 任 一 子 空间 , 吃 是 5S 在 XX 中 的 开 覆 盖 ( 即 区 Cr 且 UU%DDS), 令 G= 
U 乡 , 则 CEr, 根 据 假 没 条 件 ,C 作为 子 空间 是 Lindelof 的 ,而 的 恰好 就 是 CG 在 和 中 的 开 柳 
盖 , 故 有 可 数 子 覆盖 {C,jnENIC22 ,而 SCC, 故 {C,lzEN} 也 覆盖 S. 故 由 C1.4.4 知 S 是 
Lindelof 的 . 这 就 证 明了 XX 是 遗传 Lindelof 的 ， 口 ] 

1.4.5 证 明 可 分 度量 空间 的 每 个 子 空间 都 是 可 分 的 . 

[法 一 ] 设 (X,p) 是 可 分 度量 空间 ,S 是 外 的 任 一 子 空间 . 若 $ 为 开 子 空间 , 则 由 Al. 
4.3,S 是 可 分 的 , 若 S 为 闭 子 空间 ,由 于 《4X,p) 可 分 , 故 ( 外 ,Pp) 也 是 Lindelof 的 . 所 以 闭 子 空 
间 S 也 是 Lindelcf 的 ,从 而 也 可 分 . 

[法 三 」 设 4 为 (Xp 的 可 数 的 稠密 子 集 , 则 4A 门 S 可 数 .V xzrES 以 及 并 在 S 中 的 任 
一 邻 域 0,3 e>0s.t， 有 Crye)CUCS ,而 4 是 和 的 稠密 子 集 , 故 BCze) 门 4 天 区 ,而 

nans)Dpcrencdansy=(acrel ms) nma 
=B(r,e) | 4A 了， 
所 以 TECICAMm5). 即 AmsS 是 5S 的 可 数 稠密 子 集 , 从 而 S 可 分 . 

试 分 析 上 述 证 明 中 的 错误 所 在 . 

[法 一 ] 中 的 错误 与 上 例 相 同 ， ， 

对 于 [法 二 :j, 粗 看 起 来 似乎 并 没有 错 ,， 现 在 我 们 先 考察 下 述 反 例 ; 若 取 X=E' ,4 一 Q， 
S 二 宅 Q, 则 A 是 XX 的 可 数 稠密 子 集 ,但 A 站 $= 二 多 ,无论 如 何 也 不 能 是 S( 作 为 子 空间 ) 的 称 
密 子 集 . 由 此 可 知 上 述 证 明 肯 定 是 错误 的 . 到 底 错 在 何 处 呢 ? 

仔细 检查 就 会 发 现 , 问 题 出 在 “球形 邻 域 " 上 . 在 关系 式 B(x,e)CUCS 中 的 B(x.e) 是 
指 >~ 在 子 空间 $ 中 的 球形 邻 域 , 即 

B(x.e) = {y € SIp(r,y) < e), 
而 在 关系 式 B(xz,e) 站 4 了 关 写 中 ,又 把 BCzx,e) 当 成 + 在 XX 中 的 球形 邻 域 了, 即 当 成 集合 {yE 
XIplzr,y)<e} 了. 因为 A 是 空间 XX 的 稠密 子 集 , 所 以 只 及 中 的 非 空 开 集 才 必 然 与 4 相 
交 ,B(Xx,E) 只 是 子 空间 5 的 开 集 ,未 必 是 和 的 开 集 , 故 不 能 断定 有 有 (ze) 站 4 天 好 成 立 . 所 . 
以 上 述 证 明 中 的 错误 就 在 于 把 子 空间 中 的 球形 邻 域 与 原始 空间 中 的 球形 邻 域 这 两 个 概念 混 
消 起 来 了 而 导致 的 ， 

正确 的 证 明 应 该 是 : 

《XX,P) 可 分 二 (X,P) 第 二 可 数 寺 子 空间 5 第 二 可 数 僵 子 空间 $ 可 分 . 

若 要 由 左 的 可 数 稠密 子 集 4 求 S 的 可 数 稠密 子 集 , 则 可 如 下 进行 : 先 求 (X,p) 的 可 数 
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基 = {Bx(r,T) IirxEA,nEN}), 其 中 Bex)={yEXIp(Ty) < 由 此 可 得 的 可 
数 基 .3 二 {Bx(x, 上 上 站 SIzE 4nEN).Y nEN, 只 要 Bx(r, 二 ) 由 S 关 加 ,就 取 训 € Betz 


之 ) ,由 这 些 z 组 成 的 可 数 子 集 它 在 S 中 稠密 . 口 


C 练习 题 


1.4,1 设 X=(0,1) 是 已 的 开 区 间 , 令 
r 一 (CD la EN) U {2 ,X}. 


(1) 验证 + 是 XX 的 一 个 拓扑 . 

(2) 〈X,r) 是 否 为 瓦 ' 的 子 空间 ,为 什么 ? 

1.4.2 设 $S 是 拓扑 空间 (六,z) 的 子 空间 ,《z,),en 为 S 中 的 序列 ,证 明 《x,),en 在 子 空间 
S$ 中 收敛 于 点 x 合 (xs)nen 在 半 中 收 僵 于 XES. 

1.4.3 设 A4 为 拓扑 空间 ( 义 ,rt) 的 非 空子 集 , 证 明 4 是 区 的 离散 的 闭 子 空间 导 A4'==2. 
其 中 A 为 A 在 XX 中 的 导 集 . 

1.4,4 证明 指 扑 空间 (XX,z) 的 子 空间 (S,ts) 是 Lindelof 的 SS 在 关中 的 任 一 开 覆 六 少 
(ZECzr 且 SC U 多 ) 都 有 可 数 子 覆 盖 . 

1.4.5 设 (X,z)? 为 任 一 拓扑 空间 ,入 和 ,一 XU1Lp) 令 

r= 二 TU {XX')U {XX 一 FIFCXE 有 日 为 X 的 Lindelof 侯 子 空间 }. 

证 明 是 X 的 拓扑 ,人 ,= ) 是 Lindelof 的 . 


3 1.5 定义 拓扑 的 各 种 方式 


A 内 容 提要 


1. 5.1 定理 设 X( 非 空 , 下 同 ) 的 子 集 族 o 满足 闭 集 公理 [C, 1] 一 [C.3](CAl1.2.2), 则 = 
={GCXI%GEo) 是 义 的 唯一 的 拓扑 , 它 使 。 愉 为 余 拓扑， 
1. 5.2 定理 设 和 的 子 集 族 :多 满足 
[B.1] 电 多 一 XX， 
[B. 2] Bi,BiE BH rEB NN B23 BEBS.t. rE BCB NB.,. 
则 rt 二 {GCXIV xEG3 BE 马 s.t xxrEBCG) 是 X 上 唯一 的 拓扑 能 使 :多 恰 为 + 的 基 . 
1.5.3 定 义 设 乡 为 拓扑 空间 ( 鲜 ,r) 的 子 集 族 , 如 果 由 7 的 一 切 有 限 个 成 员 之 交 所 成 
的 集 族 恰 为 = 的 基 , 则 称 2 为 (XY,r) (或 r+) 的 子 基 . 


1.5.4 定 理 设 2 为 避 的 覆盖 , 则 
r= {GCXIY rEGI SS ES st. refis, CO) 
是 外 的 唯一 的 拓扑 能 使 5 恰 为 r 的 子 基 , 且 7 是 包含 的 最 小 的 拓扑 . 

1.5.5 定理 设 X 的 每 一 点 x 都 对 应 着 一 个 子 集 族 -YC(r), 昌 (A(x)|xEX} 满 足 令 
域 公 理 [N.1j 一 [N.4]1(A1.2.4), 则 r={GCXIVxEG,GE.N(zr)) 是 六 的 唯一 的 拓扑 能 
使 每 个 .f(x) 恰 为 工 的 邻 域 系 . 

1. 5.6 定理 ” 设 XX 的 每 一 点 x 都 对 应 着 一 个 子 集 族 多 (x) 且 {多 (x)|xE} 满 足下 述 
邻 域 基 公 理 : 

[NB.1] YV rE€EX,B( FGIY BEB(T) ,rEB. 

[NB.2] B,B.E Bx) 4 BEB() s.t. BCBNB.,. 

[NB.3] BEB SI BED) st VY yE Bo BEDB(y) 人 GF BICB. 

则 t= {GCXIV rzEG,3 BE 多 (X) st，BCG) 是 和 的 唯一 的 拓扑 能 使 每 个 多 (x) 恰 
为 工 的 邻 域 基 ， 

如 果 (. 轨 (x)1rEXX)} 满 足 [NB.1],[NB.2] 以 及 

[NB.3] BEB{IATY yEBI BEB(Yy)s.t. BICB. 

则 如 上 所 帮 的 rt 是 义 的 唯一 的 拓扑 能 使 每 个 .多 (x) 恰 为 x 的 开 邻 域 基 . 

注 “ 用 公理 [NB. 1] 一 [NB. 3] 决 定 的 拓扑 只 能 使 多 (zx) 成 为 x 的 邻 域 基 , 未 必 是 开 邻 
域 基 , 而 当 [NB. 3] 换 成 较 强 的 条 件 LNB. 3] 后 决定 的 拓扑 就 能 使 多 (x) 成 为 开 邻 域 基 . 在 
应 用 时 ,注意 到 这 一 点 是 有 益 的 ,后 面 将 会 看 到 概率 度量 空间 ,赋予 一 致 收敛 拓扑 的 吨 数 空 
间 ,它们 的 拓扑 就 是 由 [NB. 1],[NB. 2] 以 及 较 弱 的 [NB. 3] 决 定 的 . 


除了 用 开 集 公理 定义 拓扑 以 外 ,最 常见 的 是 用 拓扑 基 ,拓扑 子 基 生 成 拓扑 或 用 邻 域 基 诱 
导 拓 扑 . 

在 解 用 拓扑 基 、 拓 扑 子 基 为 原始 概念 生成 拓扑 或 用 邻 域 基 为 原始 概念 诱导 拓扑 的 问题 
时 ,一 般 不 必要 知道 具体 的 拓扑 , 即 开 集 的 具体 形式 ,只 要 把 握 住 拓扑 基 (或 子 基 )、 邻 域 基 的 
特征 就 可 直接 解 题 了 . 

1.5.1 由 RR 的 子 集 族 瑟 ,=([Lae,p)|a,pERa<p) 或 否 ,=(a ,十 co)laERI(C 它 们 都 - 
满足 公理 [B. 1],[B. 2]) 为 拓扑 基 , 分 别 生 成 拓扑 zs 与 nr 我 们 称 (R，,rs) 为 Sorgenfrey 直线 
(或 右 半 开 区 间 拓 扑 空 间 ), 记 作 Rs , 称 (R,r。) 为 右 序 拓扑 空间 , 记 作 R,. 

(1) 试 描述 R 的 任 一 子 集 4 分 别 在 Rs 与 R 中 的 闭 包 . 

(2) 比较 R 上 的 拓扑 rs,r。 与 通常 拓扑 ( 即 欧 氏 度量 诱导 的 拓扑 , 记 作 =) 的 大 小 . 

解 在 Rs 中 ,注意 到 zx 的 基 多 ,= 二 {[a,4)la,bER,a<6b}). 若 4A 了 2 ， 

XE Ch AGY e>0,[rr+ ee)NAFAG 


Or=in{fy€ Aly> zx} 
SIBCA Ss.t.r= infB. 
所 以 
好 A= 名 时 ， 
了 BCASs.t,r= inf B} A 时 . 
例如 A= { + InEN}U {1 二 ilnEN}, 则 由 上 式 立即 可 知 Cl A=AU {0} 
在 RR 中 st. 的 基 力 . 一 {Ca 十 o0)1aER}.zECls heV 4<Xx，《a; 十 OO) 站 4 关 名 . 故 


onl 


R 当 A 关 名 有 上 且 无 上 界 时 ， 
Cl |- coysup4] 当 A 关 名 且 有 上 界 时 ， 
2] 当 4 王 他 时 . 


现 比 较 zt ,zsr 的 大 小 (是 指 由 “于 ”确定 的 偏 序 下 的 大 小 )， 

易 见 驹 .Cr 所 以 rCr 又 (0,2)Er.1E(0,2) 但 不 存在 BE 家 使 1EBC(0,2), 故 
(0,2)&r, ;所 以 zt Cr H rr 

V a bER Ha<b,(a,b)= U [a 十 二 ,5), 其 中 NEN st 4+ 二 < 这 就 表明 r 的 基 


nn 


0 


5 有 Crs, 所 以 fCrs, 又 [a,6)Ers 但 [a,b)r, 胡 rf 闫 ts. 综 上 可 得 ,CrCrs 朋 互 不 相等 . 门 

1.5.2 设 多 o 二 [a,6)CRla,bEQ,a<6} ,证明 能 以 .加 ,为 拓扑 基 生 成 R 的 一 个 拓扑 
rq, 试 比较 ra 与 rs 的 大 小 ,并 求 4=(0,Y 2),B8=(V2,3) 在 级 ,ro) 以 及 Rs 中 的 闭 包 . 其 
中 rs 如 B1. 5. 1， 

解 首先 容易 验证 多 o 满足 [B. 1] 一 [B. 2], 故 可 由 3 为 基 生 成 拓扑 ra- 

由 于 和 0CCBsCrs, 故 roCrs. 

考察 FV 2 ,V2 十 1)E ts, 但 对 任 一 [a,6) EBo, 如 果 有 V23E[a,b) 必 有 a 二 V2 ,从 
而 [a,6)C[V2 ,V2 十 1). 这 就 表明 [ V2 ,了 十 1) 千 ro, 从 而 ro 天 rs 

不 难 算出 

Cl A=[0,V2], CB=[V2,3); 


Ol. A = [0, V2), Cl.B=[V2,3). 口 


注 ”我们 知道 ((a,b)CRila,b5ER,a<6}) 与 {((a,56)CR|a,b6EQ,a 二 bp} 是 R 上 等 价 的 拓 
扑 基 (所 谓 等 价 的 拓扑 基 , 是 指 它 们 是 同一 个 拓扑 的 基 ) ,它们 都 是 R 上 通常 拓扑 的 基 , 然 而 
上 述 例子 表明 % 与 色 * 却 不 等 价 ,因为 它们 分 别 是 两 个 不 同 的 拓扑 to 与 zs 的 基 . 所 以 我 
们 不 能 被 表面 形式 的 雷同 所 迷惑 . 

1.5.3 设 名 是 非 空 集 久 的 满足 [B,1],[B,2] 的 子 集 族 ,证 明 出 多 为 基 生 成 的 拓扑 
是 X 的 包含 多 的 最 小 的 拓扑 . 

证 设 r'* 也 是 义 的 包含 多 的 拓扑 .V GEr 以 及 xzEG, 3 BE 加 s.t. rE€BCG. 由 于 
BET 所 以 XElInt…G, 故 GEr' 即 rCr'， 口 

1. 5.4 设 [)xe4 为 非 空 集 关 上 的 一 族 拓扑 ,试问 站 ti 与 Un 是否 也 是 六 上 的 拓扑? 


并 证 明 存 在 包含 于 所 有 去 内 的 唯一 的 最 大 拓扑 ( 记 作 ,人 5) 称 为 (zi)e 4 的 下 确 界 ,也 存在 包 
含 所 有 mm 的 最 小 拓扑 ( 记 作 ,\V z.) 称 为 {mi}ie 4 的 上 确 界 ， 
解 容易 验证 和 ms 也 是 X 的 一 个 拓扑 , 它 就 是 {ft} es 的 下 确 界 . 


而 Ux 就 未 必 是 的 拓扑 ,例如 :XX={1,2,31 ,rt 一 {2 ,XX,{1))} 二 1 刻 , 外 ,12)}) 是 了 
的 两 个 拓扑 . 但 zt.Uzts 一 {名 , 关 , 11) 12}) 却 不 是 和 的 拓扑 . FU 覆 羡 关 , 故 可 以 
由 ri 为 拓扑 于 基 生 成 一 个 拓扑 ,这 个 拓扑 就 是 包含 Uir 的 最 小 拓扑 , 即 \ zx 口 


注 ”如果 偏 序 集 (X, 志 ) 的 每 个 非 空 子 集 都 有 上 确 界 与 下 确 界 , 则 称 (X, 达 ) 为 完备 格 . 
于 是 在 XX 上 的 所 有 可 能 定义 的 拓扑 组 成 的 集合 ,以 “ 忆 ” 作 为 偏 序 , 妈 成 一 个 完备 格 , 平 凡 拓 
扑 与 离散 拓扑 分 别 是 这 个 完备 格 的 最 小 元 与 最 大 元 . 

1.5.5 设 六 为 非 空 集 ,rj 为 有 限 补 拓扑 ， 

t= {GCXIp EE GU (X}, 
其 中 PEX 为 国定 点 ,tr 也 是 总 的 拓扑 ,叫做 排外 点 (排斥 pp) 拓扑 . 令 z= 一 rrVrm, 则 (Xzr) 呈 
做 Fort 空间 . 试 具体 描述 Fort 空间 中 的 开 集 . 证 明 Fort 空间 是 Lindelof 的 ,当头 不 可 数 
时 不 是 第 一 可 数 的 ,也 不 是 可 分 的 . 
解 ” 由 于 zjUr, 是 r+ 的 子 基 , 所 以 


ef 
区 < (4 BI4Er ,BEr) 


是 = 的 一 个 基 . 

设 CEr 且 SC 无 限 , 则 必 有 说 G. 事实 上 ,如果 pPEG, 则 3 4mBE 双 st p€E ANB 
CC. 于 是 

GG CHEANB) = (A) U (GB). 
而 安 4 有 限 , 故 容 B 无限, 所 以 B 了 关外 ,但 因 BEz, 自 pEB 必 有 B= 闫 ,导致 巴 盾 . 所 以 p& 
G. 这 就 证 明了 
tr 二 TUrt= (GCX|Ip&@G 或 声 G 有 限 ). 

现 设 光 是 (XX,r) 的 任 一 开 履 盖 , 则 3 CE 多 使 AEG, 故 由 上 一 段 的 结论 可 知 ' EC 有 限 ， 
从 而 只 需 多 的 有 限 个 成 员 就 能 覆盖 X,(X,r> 是 Lindelof 的 . 

当 对 不 可 数 时 , 设 iU,|iEN} 为 p 点 的 可 数 邻 域 基 ( 在 rt 之 下 ), 由 于 每 个 专 L7 有 限 , 故 
名 (有 CD)= 晶 (CSU)) 可 数 ， 因此 3 9E A s.t. 9 天 户 而 安 (q) 为 pp 的 邻 域 但 不 包含 任 一 U;， 
与 {U ,jen 为 记 的 令 域 基 歼 盾 . 所 以 (Xt) 不 是 第 一 可 数 的 ， 

仍 假 定 X 不 可 数 ,4 为 基 的 可 数 无 限 子 集 , 则 3 zxE(CAU {8p)) ,又 儿 (AU (pj)ErC 
r, 所 以 zx 刀 4, 从 而 (和 ,r) 不 是 可 分 的 . DD 

注 C.1.3.2 中 的 空间 就 是 Fort 空间 . 

1. 5.6 证 明 Sorgenfrey 直线 Rs 是 第 一 可 数 的 ,可 分 的 ;Lindelof 的 ， 却 不 是 第 一 可 数 
的 . 

证 (1) 设 多 ={[a4,6)14E A} 是 由 基 元 素 组 成 的 Rs 的 开 覆 盖 , 其 中 VV AE 4,aw< 咏 . 
令 B= YU (a,b). 由 于 El! 的 每 个 子 空间 都 是 Lindelof 的 ,所 以 B 作为 的 子 空间 ,应 有 可 
数 集 人 4ACA4 使 B=,U (eb), 记 4A 一 R 一 B,V x€ 4, 取 定 一 个 A(x)E€EAhs.t. x€[a,， 


Bo). 因 zB, 故 必 有 Xz 二: 令 经 ={[xr ,by)|xE4)C%. 现 任 取 和 的 两 个 成 员 [x， 
Bi) [Ly bw) ,Tr YE A zy, 则 有 [zBb)) 站 Ly,bi0,)= 二 名 .事实 上 , 若 有 zE[x,bi) 站 
[yp 则 jj 二 XY 之 y 寺 zB; 于 是 y€E (qns6x)CB, 导 致 巴 盾 . 现 Y XE€ 4 取 定 一 点 
rn)E[LrpcnQ, 则 映射 >:4 一 Q,zh*r(z) 是 单 射 , 所 以 4 可 数 , 从 而 {[ai,8.)1XE Ao}U 
5 是 乡 的 可 数 子 族 上 且 覆 盖 及 . 故 由 Al.3.6 可 知 Rs 是 Lindelof 的 . 
(2) 设 . 芒 " 是 Rs 的 任意 一 个 基 .Y rER, 因 [x,x 十 1) 是 Rs 的 开 集 , 故 ] B(z)E .入 
s.t. XEB(r)CEzr,7 二 1), 故 minB(x) 二 x. 现 Y xER, 取 定 一 个 BCxz)E 五" , 则 映射 卫 : R 
一 :23" Th>B(z) 是 单 射 . 故 贸 ' 不 可 数 . 所 以 Rs 不 是 第 二 可 数 的 . 
(3) YzER,..3 和 (xz)=(Lz,p)16EQ,r<6) 就 是 z 的 可 数 邻 域 基 , 所 以 Rs 是 第 -- 可 数 
的 .又 Q 是 Rs 的 可 数 稠密 子 集 ,所 以 Rs 是 可 分 的 ， 口 
注 仿照 (1) 可 证 Rs 的 任 一 子 空间 都 是 Lindelof 的 , 即 Rs 是 遗传 Lindelof 的 . 
1.5.7 设 (X, 和 过) 为 全 序 集 ,Y a,bEX, 记 
(0) = (rE XIr<6b), (a 7) = {rE X)|zx > a}, 
(b= (rE XIrEL), [a, >)= {rE XIr> a}, 
其 它 形式 的 区 间 (4 为 区 间 全 V a,bE A,{xEXla 志 Xb}CCA) 所 用 的 记号 与 实数 的 区 间 意 
义 相 同 , 令 
= {0 E X}U (la, —»)|a € X), 
如 果 至少 有 两 个 点 , 则 由 2 为 拓扑 子 基 生 成 的 拓扑 ,叫做 和 的 序 拓扑 (或 区 间 拓 扑 ), 证 
明 在 序 拓扑 空间 中 ， 
(1) Ya'pEX fa<b, (a6) CfLa,b]. 
(2) Cab)=[a,bY c>a,(a sd) FG HY ch, (cb) FG. 
(3) 设 S 为 了 的 区 间 , 则 5 的 子 空间 拓扑 与 S 本 身 的 序 拓扑 相同 . 举例 说 明 当 5 为 任 
意 子 集 时 , 子 空间 拓扑 与 序 拓扑 未 必 相 同 . 
证 (1) 设 x 冬 [a,p], 则 rz<<ae 或 z>z 即 zzE(ea)U(C, 一 )， 
而 ((< 一 ,oU(C, 一 )) 门 (ab 一 好 , 放 了 和 (07 ,从 而 (as 的 C[a,6]. 
(2) “一 "由 [4a] 一 {4,5) 得 a€ (ta;6). 若 3 c>a st (ad) 二 名; 则 (< 一 ,中 门 (a,6)== 
条, 与 cE(a'0) 矛 盾 . 故 Y c>a,(ayc) 关 久 . 同 理 ,V c<b,(c,6) 关 人 0. 
“三” 注意 到 序 拓扑 的 一 个 基 是 由 所 有 形 如 (a1,61),( 一 ,61), l(a, 一) 的 区 间 构 成 的 . 
对 任 一 包含 a 的 基 元 B=(ai,61) 或 B==(<-,61) 有 
BN Casb) = (ab 门 Ca mE 人 
(a 0) 之 2. 
车 包含 a 的 基 元 B= (a 一), 则 B 门 (a,6) = (a,6). 
无 论 怎样 ,由 假设 条 件 得 B 门 (a, 妈 ) 关 名 , 故 a€ (Ca,6). 
同 理 可 得 6€ (a,6). 
所 以 有 
Ca,6) = [a,6b]. 
(3) 闫 的 序 拓扑 记 为 +r,S 的 子 空间 拓扑 记 为 ts,S 的 序 拓 扑 记 为 ro 
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设 BCS 为 ro 的 子 基 元 ,比如 B={r€ES|r<6). 其 中 5b5E5, 则 B={x7€E Xlz<6b} 败 S 
Er 所 Bb roCrs. 

易 见 + 的 每 个 子 基 元 与 S 之 交 组 成 ts 的 一 个 子 基 . 现 设 $ 为 区 间 , 我 们 证 +; 的 上 述 子 
基 的 任 一 元 都 属于 ro. 不 妨 设 rs 的 任 一 子 基 元 为 B 二 (xEX|Ixr<6}) 门 S 二 {rESi1xr<6b), 其 
中 5bEX, 还 不 妨 假 定 B 关 启 ,B 了 关 S. 要 证 BE ro, 只 需 证 3 cES 使 B=={zE€ES|zx<c). 若 不 
然 , 则 3. 由 有关, yES s.t y<b. 又 B 关 S, 故 了 zESs.t. zx>6 由 于 5S 为 区 间 , 故 [y， 
zjCS, 从 而 bE5, 导 致 矛 盾 ,这 就 证 明了 BE Tt, 寺 是 r*Cro, 从 而 rs 一 zo. 

(4) 现 若 S 一 [0,1)U{2}CR, 不 是 RR 的 区 间 , 易 见 R 的 序 拓扑 就 是 通常 拓扑 , 则 

{2} = (1,3) 门 SE ri 
而 S 的 序 拓扑 ro 的 基 中 包含 {2) 的 成 员 只 有 下 述 两 类 .一 类 即 S 本 身 , 一 类 是 {x€E51a<x 亏 
2), 其 中 4a€E5. 显 然 a<1, 放 必 有 65ES 使 a<6b<1, 所 以 ro 的 任 一 包含 2 的 基 元 都 不 能 包含 
在 12) 内 , 故 {2) 芒 zo ,可见 rs 天 ro. 口 ] 

注 以 后 对 于 一 个 拓扑 空间 (X,r) 的 子 集 S 而 言 , 如 不 加 申明 ,总 认为 它 具 有 子 空间 拓 
扑 . 

1. 5.8 在 序数 集合 L0,2) 与 [0,2] 上 均 取 序 拓扑 ,其 中 人 吕 为 第 一 不 可 数 序数 . 则 [0， 
人 2) 与 [0, 们 都 不 是 可 分 的 ;又 [0,0) 是 第 一 可 数 的 ,而 [0,02] 却 不 是 第 一 可 数 的 . 

证 因为 L0,2) 的 任 一 可 数 子 集 4 都 有 上 界 8 二 02, 由 于 [0,Bj] 是 可 数 的 , 故 (8,) 关 
人 , 且 (8,00) 人 站 A4= 名 , 故 4 在 [0,0) 中 不 是 黎 密 的 , 即 [0,Q) 不 可 分 ,同样 地 [0,Q2] 也 不 可 分 
(因为 [0,0) 是 [0, 人 2] 的 开 子 空间 ). 

因 Y aE [0,0) 都 有 直接 后 继 元 , 记 作 a 十 1, 则 当 a 关 0 时 ,{(Bsa 十 1)18 过 a} 就 是 a 的 可 
数 邻 域 基 ,而 当 =0 时 ,{[0,1))}={(0)} (注意 ,这 里 0,1 都 是 序数 ) 是 0 的 可 数 邻 域 基 ， 所 
以 [0,Q) 是 第 一 可 数 的 . 

对 于 [0,Qj,{(B;,02j)ien 为 人 的 任 一 可 数 邻 域 族 , 由 于 B= 二 {8};ew 有 上 界 AR<0, 于 是 六 
的 邻 域 (8 十 2,Q] 就 不 包含 任 一 (8B,, 人 2j, 所 以 2 没有 可 数 的 邻 域 基 . 即 [0,.2] 不 是 第 一 可 数 
的 . 口 ] 

注 以 后 无 特别 申明 ,序数 空间 ,总 是 取 序 拓扑 . 

1.5.9 设 在 XX 二 [0,1]x[0,1] 上 取 在 字典 序 之 下 的 序 拓扑 . 试 求 下 述 子 集 在 这 个 拓 
扑 下 的 闭 包 : 


A= {( 二 ,0)In € N), 
B= {rx,0)|0 二 x 二 1)， 
C 一 


(F710<y < 


A= AU {0,1)} 
B=BU'! (Dereny {1,0)}, 


了 


一 CU 地 ,0)， 《二 1)) 二 {( 闻 ;10 所 yy 才 1). [J] 


1.5.10 设 久 A 其 中 .去 章 宇 AN BOY ZE 和 今 


UCXIrEU} 苦 zxE4， 
{UCXIBCU) 车 z€8B. 

(1) 证 明 存 在 XX 的 拓扑 rt 使 每 个 -f(z) 为 点 x 的 令 域 系 ,并 求 这 个 拓扑 

(2) 讨论 子 集 4,B 在 rt 之 下 的 开 闭 性 . 

(3) 证 明 (X,r) 是 第 一 可 数 的 . 

(4) 讨论 (XX,r) 的 可 分 性 ,Lindelof 性 ,第 二 可 数 性 ， 

解 (1) 我 们 只 要 验证 {人 (x)|xEX} 满 足 [N.1j 一 [N.4]，[N.1j 一 [N. 3j 是 显然 
的 . 

若 rE4,UE-Y Cr), 则 取 T=Una; 若 zEB,UE-YCz), 则 可 取 了 一 DC 就 合 LN.4] 的 
要 求 . 所 以 可 用 {A(zx)1x€ XX} 的 元 为 对 应 点 的 邻 域 系 诱导 XX 的 拓扑 5. 且 

t= (GCXIV rEGGE Nr)) 
==.{GCXIGCA 或 BCG). 

(2) 由 -了 (zx) 的 定义 可 见 ,4 与 B 都 是 自身 每 一 点 的 邻 域 , 故 都 是 开 集 . 从 而 A 与 B 
都 是 既 开 又 闭 的 . 

(3) VY xXxE4h4,((z}} 是 工 的 令 域 基 ,V rE€B,{1B}; 是 x 的 邻 域 基 . 所 以 (X,r)? 是 第 一 可 数 
的 . 

(4) 如果 X 可 分 , 则 存在 可 数 稠密 子 集 D.Y rE 4, 便 有 {zx} 门 D 关 弛 , 即 zxED, 所 以 A 
CD, 故 A 可 数 . 

反 过 来 ,如 果 4 可 数 , 取 bE B, 册 
BCU, 故 UNmD 关 名, 从 而 zED, 即 BED 所 证 可 全 

因此 ,X 可 分 后 4 可 数 . 

类 似 地 可 得 X 是 Lindelof 的 人 A 可 数 千 XX 是 第 二 可 数 的 . 口 

注 虽然 我 们 很 容易 地 得 到 了 z 的 具体 形式 ,但 (2),(3),(4) 的 讨论 都 可 直接 从 邻 域 系 
出 发 . 下 四 人马 < 的 具体 形式 个 易 表 达 ， 但 只 要 有 了 定义 拓扑 所 用 的 拓扑 基 ( 子 基 ), 邻 域 系 或 
邻 域 基 , 也 就 足够 了 . 

1.5.11 设 X=(NULO)D)XCNU{0))， 当 (ma 天 007 时, 令 

(CC ) = {{m,n)}}, 
令 名 ((0,0)) 由 一 切 满足 下 述 条 件 的 UCX 组 成 ， 

(i) (0,0) EU, 

(ii) 老 U 至 多 包含 XX 的 有 限 个 列 以 及 其 余 每 一 列 的 有 限 个 元 . 

(1) 验证 {多 (m,n))| 《m,n)EX} 满 足 开 邻 域 基 的 公理 [NB. 1], [NB. 2],[NB. 3]'. 于 
是 以 铬 (《m,n)) 为 相应 点 m,n) 的 开 邻 域 基 旗 导 一 个 拓扑 工 . 

(2) 证 明 不 存在 六 一 {(0,0)} 中 的 序列 收敛 于 (0,0). 

(3) 将 XX 一 (40,0)}( 可 数 无 限 ) 的 元 任意 编号 构成 的 序列 (xi), 都 有 接触 点 (0,0). 

证 (1) [LNB. 1j 显 然 成 立 , 对 ENB.2j 只 需 考 虑 Ul,UsE€B((0,0)) 的 情形 .显然 (0,0) 
EDNU;, 又 儿 (UINU)= (CEUW)U (BU,), 故 才 (U 门 U,) 也 至 多 包含 区 的 有 限 个 列 以 及 
其 余 每 一 列 的 有 限 个 元 . 即 [月 UsE 多 ((0,0)), 故 [NB. 2] 成 立 . 对 于 [NB. 3] , 当 (m,n) 
关 《0,0) 时 ,只 有 一 个 成 员 {Cm, 贡 1 加 Cm,n)), 又 具有 一 个 点 4myn) E11lm,n)) ,当然 满足 
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T(r) = 


所 需 条 件 ,而 对 于 DCE :入 ((0,0)) 以 及 W myn)EU., 若 人 myn) 关 《0,0), 则 有 {m,n)! EE 
(pn) 使 {myn)}CU, 当 《myn) 二 40,0) 时 , 则 取 忆 本 身 即 可 ,所 以 [NB. 3] 成 立 . 
(2) 设 Cr)wen 是 羡 一 (40,0)} 中 的 序列 , 记 
A= {rlk EN}, 
M= {mENU {0|3 ns.t, (mn) € A}. 
若 M 有 限 , 则 X 一 4E 到 ((0,0)). 所 以 0,0) 不 是 《ri)yen 的 极限 点 . 
如 果 M 无 限 ,VY mEM 取 定 一 个 nCm)ENU {0) 使 (m,nCm))€EA, 则 
B= {mn(m))|ImE M)} 
也 是 无 限 集 , 令 U=XX 一 B 易 见 UE.: 名 ((0,0)). 有 VkEN,{xrv |k 人 有 是 有 限 集 而 B 无 限 ， 
故 必 名 之 使 式 = 二 人 mynGm))EB, 即 xyU. 所 以 (0,0) 不 是 《re)en 的 极限 点 . 

(3) YUE 屁 ((0,0)) 以 及 YkEN. 由 UU 满足 的 条 件 (ii) 可 知 3 mo s.t. Ym 之 mo， 
nitmsn) EU} 为 无 限 集 . 再 令吉 一 max{m|3 ns.t， mn) 二 Xp 自如 人}, 于 是 当 m 和 max 
momi}) 时 ,了 ns.t， 《myn) EU 且 《m,n) 在 序列 中 的 编号 如 之 k. 即 j & 守 k st. T= 二 (m,n) 
EU ,这 就 证 明了 《0,0) 是 《xi)ien 的 接触 点 ， 国 

注 ”综合 (2) 与 (3) 可 见 (xi)icen 有 接触 点 (0,0), 但 《zi)ien 的 任 一 子 序列 都 不 收敛 于 
《0,0)， 这 就 给 出 了 Al. 3.4(3) 对 于 一 般 的 拓扑 空间 未 必 成 立 的 一 个 反例 . 


(二 ) 常见 错误 分 析 


1. 5.12 设 (X,o)1 一 1, 2 为 一 族 度量 空间 ,o 为 和 一 | 和 上 的 积 度量 , 即 Yz 
i=1 


工 
2 


= CT soT) sy 三 Cys yy OCT, Y) 一 ( Dy pri y))) . 记 zt 为 ,上 由 2 诱导 的 拓扑 
i=1 
(7 = 1,2,°% 7) ,Tt, 为 X 上 Pp 诱导 的 拓扑 ,证 明 XX 的 子 集 族 
w= (||GlviG en) 
是 积 度量 空间 《和 X,o? 的 拓扑 基 . 
因 为 XET(=1,2 2) ,所 以 X 一 | IX; € 落 , 当然 有 U 区 二 入 , 即 - 鹏 满 足 [B， 1]. 


又 若 B,= Tc? E Hj)=1,2),r7€ Bf B,= Tl(e® Nn CG) , 令 G， = G" Nn G2, 
i=1 :二 1] 


则 GE mY), 取 B= 了 |G, 则 BE 多 且 xz€ B= Bi 人 lB., 所 以 [B.2] 成 立 . 从 而 : 罗 是 


《 久 ,p) 的 拓扑 基 . 

试 判断 上 述 证 明正 确 与 否 ,理由 何在 ? 

分 析 验证 了 ;区 满足 拓扑 基 的 公理 LB.1]1,[B.2], 于 是 可 由 :多 作为 拓扑 基 生 成 XX 的 
拓扑 rz, 名 正 是 这 个 + 的 基 . 

而 (多 ,Pp) 作 为 度量 空间 已 有 一 个 自然 的 拓扑 r,， 原 题 的 意思 就 是 要 证 .名 是 拓扑 7 的 
基 ， 


现在 我 们 没有 理由 说 rt 就 是 tz,. 也 许 有 的 初学 者 会 申辩 说 :由 于 . 秀 生 成 的 拓扑 是 瞧 一 
的 ,所 以 由 唯一 性 可 得 *=r 看 来 似乎 有 道理 ,殊不知 定理 中 的 这 个 唯一 性 非常 明确 地 指 
明 对 于 以 . 秀 为 基 的 拓扑 而 言 的 , 即 若 ", 也 是 以 .如 为 基 ( 这 恰好 是 原 题 要 我 们 证 明 的 结 
果 !), 则 由 唯一 性 可 得 r= 定理 Al.5.2 并 没有 说 和 上 原先 给 定 的 任意 一 个 拓扑 都 等 于 
满足 条 件 LB. 1],fB. 2 的 任 一 子 集 族 所 诱导 的 拓扑 . 前面 我 们 已 经 看 到 在 R 上 由 子 集 族 

Hs = bab EE Rah 与 :%, = (Ga 十 co)laER) 

所 诱导 的 拓扑 rs ,zt 就 与 R 上 通常 的 拓扑 不 同 . :用 仅仅 是 zc 的 基 , 而 不 是 别 的 拓扑 的 基 ， 
力也 只 是 5, 的 基 , 尽 管 : 态 , 与 ,为 ,都 满足 条 件 [B. 1],[B. 2]. 但 它们 分 别 是 不 同 拓扑 的 基 . 
读者 必须 清楚 拓扑 基 .加 总 是 相对 于 某 个 拓扑 而 言 的 .一 个 拓扑 可 以 有 几 个 不 同 的 基 , 甚 至 
还 可 以 有 无 限 多 个 基 , 但 反 过 来 ,好 若是 拓扑 rz 的 基 , 就 决 不 会 是 另 一 个 拓扑 二 的 基 , 这 就 
是 Al.5.2 中 的 唯一 性 . 如 果 X 上 已 经 有 了 某 个 拓扑 r" (比如 这 里 是 r,) ,要 证 明 X 的 子 集 
族 .和 即 是 它 的 基 , 则 必须 验证 :区 满 足 Al,3.1 定义 中 的 条 件 ! 本 题 正确 的 证 明 如 下 ; 


首先 VY B= tc € BI 一 《yn )》 EE B, 由 于 VY 7 ri EG, € zi 故 本 E>>0 Ss, t. 
B, (zi,€,) CG,. 令 e=min{e |l1<&iSn) , 则 es 盖 0 且 V y= (yrs JE Br,e) 有 


PTi, yi) < plx,y) < 6 过 Ei;, 
故 YEB, (re) i=1,2,.,n. 从 而 


B,(x,e) C. [ |B, (x,e) CBE. 
i=] 
于 是 BEr, 从 而 .Cr 
再 者 VY CEzm 以 及 xz 一 (rpEG, ese>0st Pre)CG. 取 6=se/ wa ,由 于 


B, (X60)Er, 故 B= |[ [8, Cx..6) EB, HY y=(y, ,YEB, 
=| 


px,y) 一 DAZ ) < (0)7 = 


所 以 xEBCB,(x,e) CCG. 

综 上 可 知 图 为 拓扑 r, 的 基 国 

1.5.13 设 X 为 非 空 集 ,映射 g : 22(X) 一 冤 (X) 岂 做 导 集 算 子 ,满足 下 述 导 集 公 理 ， 
VY A,BELX) 

[D.1] ad(@)=$, 

[D.2] ad(ad(A))CAUd a), 

[D.3] dqd(AYUB)=d(A)Uad(B), 

[D.4] x€d(A)=>rEd(A— {zr)). 
则 存在 X 的 唯一 的 拓扑 r, 使 在 r 之 下 ,VY 4E 32(04) 有 水 一 d(04). 

证 令 o= {FCXId(F)CF}. 

由 [D. 1j 得 多 Eo, 又 dU(X)CX 显然 , 故 XEo 即 [C.13 成 立 . 

车 也 ,Fi€Eo, 则 d(F,)CF(i=1,2). 由 [D. 3]， 

dF UYU Fs) = dF) UdF,) CF UF,, 


故 UF,Eo, 即 [C. 2 成立 ， 

车 {FabienCo, 则 VY AE A,d (FY)CF:. [D. 3] VY yE Ad(F,)=d(F,U (NF)) 
二 d(F)Ud(NF), 所 以 

dN F) Cd(F TCF,Y EE A), 
于 是 
a NF) CNF, 一 QF 

故 中 FE oa, 好 LC. 3] 成 立 . 从 而 由 o 为 余 拓 扑 , 决 定 X 的 一 个 拓扑 7T, 使 在 rt 之 下 ,o 恰好 是 
的 全 体 闭 集 . 

下 证 在 +t 之 下 对 每 个 4CX,4 = 二 d(A). 

容易 验证 由 A 到 A' 的 对 应 也 满足 [LD.1j 一 [D.4]. 所 以 这 个 对 应 也 是 导 集 算 子 ,从 而 
A'=ad(A). 

试 分 析 上 述 证 明 有 何 错误 . 

分 析 上 述 证 明 的 前 一 部 分 是 正确 的 . 后 一 部 分 则 是 错误 的 . 因为 一 个 子 集 的 导 集 是 
与 拓扑 有 关 的 ,在 给 定 一 个 拓扑 + 后 ,由 4 到 A' 的 对 应 确定 了 一 个 导 集 算 子 . 如 果 再 给 出 
另 一 个 拓扑 ” ,在 这 个 拓扑 下 , 子 集 4 的 导 集 记 作 4A” , 它 当 然 完 全 可 以 不 等 于 在 + 之 下 的 
导 集 4' ,尽管 由 4 到 4“ 的 对 应 也 确定 一 个 导 集 算 子 ， 所 以 . 放 (X) 上 可 以 存在 许 许 多 多 导 
集 算 子 ,因此 没有 理由 根据 4hF*4' 与 4hH*d(4) 同 样 是 导 集 算 子 就 断定 A4'=d(A4). 正 确 的 
证 明 应 该 是 : 

，” 先 证 Y SCX ,在 c 为 余 拓 9 扑 决 定 的 拓扑 rt 之 下,S 一 SUd(S). 由 于 
d(S Ud(S)) 一 do) Uadd(S) CS Uda), 
故 SUd(S)Eo, 即 SUaS) 是 闭 集 ,从 而 
SCSUcd(S). 

又 因 SEo, 故 d(5)C5, 于 是 


. SUdS)CSUdsS)=5 
所 以 
S=SUacs). 

再 证 Y 4CX,4' 一 d(4)，. 
TEA>rE (A {zr CA {r= (4 {rx)) Ud {rx})). 
所 以 
EdA— {xr}) Cald). 
反之 ， 
EdASrE dA {rcCAm {zr), 

即 

TE (A {7 UU (A {xr))', 
所 以 xE (4 一 {rx}"CAh'. 于 是 A'=ad(4). 口 


C 练习 题 


1.5.1 设 R 的 子 集 族 


: 罗 ={(a.b)|a bE Ra<b}, B= {ab) la bE R,a<b}, 
,={(a,b]|a,bER,a<b)}, B={(— ,0) aER}, 


(1) 验证 它们 都 满足 条 件 [B. 1],[B. 2], 设 分 别 由 它们 为 基 生 成 的 拓扑 是 t,t(i=1,2， 
3 4 5). 

(2) 设 S=i 土 (1 一 十)|nEN), 求 5 在 拓扑 t,t 之 下 的 闭 包 

1. 5.2 证 明 拓扑 空间 (XX,r) 的 基 光 也 是 (X,r) 的 拓扑 子 基 . 

1.5.3 证 明 拓 扑 空 间 (X,7) 是 第 二 可 数 的 千 ( 辽 ,rz) 有 一 个 可 数 的 子 基 . 

1.5.4 设 针 为 无 限 集 ,={X 一 {7}|xE€EX), 证 明 以 .97 为 子 基 生成 的 下 的 拓扑 是 有 
限 补 拓扑 . 

1.5.5 设 X={1,2,3), 令 = 二 {CX ,11),(1,2)) ,t= 和 ,XX (1) ,12,3)), 则 二 ,7 
都 是 X 的 拓扑 . 求 ziVzr 与 A 

1.5.6 设 在 X=[0,1]Xx[0,1j 上 , 取 在 字典 序 之 下 的 序 拓扑 . 求 在 这 个 拓扑 下 ,下 述 
子 集 的 闭 包 : 
工 工 
7 ”2 


瑟 一 (fxzz)|0 二 了 所 1)， 


C= {x,3)10 < zl). 


= (十 lnEN)}. 验 证 元 满足 [B.1],[B. 2]. 并 将 R 上 由 多 为 基 生 成 的 拓扑 与 通常 拓 朱 
r, 右 半 开 区 间 拓 扑 ms, 右 序 拓扑 =., 有 限 补 拓扑 z 加 以 比较 . 
1.5.8 设 4={ 士 二 InEN)Y rERnEN, 令 


U(r) 一 ( 一 工 十 工 )， 
ni nn 


{1U,(0) — AlIn E N} x =0, 
{U(x)|n € N} r+ 关 0. 
(1) 证 明 存 在 R 的 拓扑 rs 使 每 个 鸡 (z) 恰 为 的 邻 域 基 , 并 将 mr 与 上 题 的 r 作 比 较 . 
(2) 求 4 与 上 题 中 的 天 在 (R,r) 与 (RR,ry> 中 的 闭 包 . 
1.5.9 证 明 不 可 数 的 排外 点 拓扑 空间 4X,ry(B1.5.5) 是 第 一 可 数 的 ,Lindelof 的 ,不 
是 可 分 的 . 
现 将 可 数 性 间 的 关系 总 结 如 下 : 


HB(T) = | 


第 一 可 数 < 二 第 二 可 数 二 Lindelof 


4 
可 分 


在 度量 空间 中 ， 
可 分 怠 第 二 可 数 拓 Lindelof. 

对 一 般 的 空间 有 反例 表 如 右 : 

1. 不 可 分 的 度 空 间 (B1.3.6(2),C1. 3.4 
(B, p)). 
: 不 可 数 的 特殊 点 拓扑 空间 (Bl1. 3. 2). 
. 不 可 数 的 排外 点 拓扑 空间 (C1. 5. 9). 
.Sorgenfrey 直线 Rs(B1. 5. 6). : ， 
. 不 可 数 的 有 限 补 拓扑 空间 (B1. 3. 3). | i 
.不 可 数 的 Fort 空间 (Bl. 5. 5). ;Lindelof 5 
[0,2) XT 的 闭 扩 张 (B6.1.10 与 
B1. 4. 1 结合). 


> oO JI 和 co ic 


注 C1,C ,分 别 表示 第 一 ,二 可 数 性 . 


8 1.6 连续 映射 与 同 胚 映射 


A 内 容 提要 


1. 6.1 定 义 设 (X,rx),《Y ,Ty) 为 拓扑 空间 ,映射 f: 一 了 在 点 EX 处 连续 定义 为 
YE IGCCz))( 等 价 地 ,YYE- Cr)mr 或 对 f(x) 的 某 邻 域 基 中 的 任 一 成 员 V) 
3UE I) st fCV. 

如 果 f 在 XX 的 每 一 点 处 都 连续 , 则 说 连续 . 

注 “从 现在 开始 , 若 无 特别 申明 ,字母 X,Y 总 是 表示 拓扑 空间 (X ,tx),《Y ,Ty). 

1.6.2 定 理 设 /: XY, 则 下 述 条 件 都 等 价 ; 

(1) f 连续. 

(2) Y ACX,f(A CFAY. 

(3) 了 中 任 一 胃 集 下 的 原 像 入 (FE) 是 碟 的 闭 集 . 

(4)Y 了 中 任 一 开 集 G 的 原 像 广 (C) 是 美的 开 集 ， 

(5) 人 Y,rr) 的 某 个 子 基 (或 基 ) 中 的 任 一 成 员 C 的 原 像 f° '(G) 是 区 的 开 集 . 


易 见 连续 映射 的 复合 映射 是 连续 映射 ,连续 映射 在 子 空间 上 的 限制 是 连续 映射 . 
”1.6.3 定理 车 和 第 -- 可 数 则 三: X-Y 连续 的 充 要 条 件 是 Y xEX 以 及 每 个 收 化 到 工 

的 序列 (zc 都 有 Y 的 序列 (f(r 0) ,en 收 全 到 f(x). 

1.6.4( 粘 合 引 理 ) 设 下,F; 都 是 XX 的 闭 ( 开 ) 子 空间 ,如 果 :A>Y 连续 (i 二 1,2) 且 
放大 | ny,* 则 由 

fi(x) xr ER,, 
1(7) = i rerF, 

定义 的 上 映射 /: X-”Y 连续 . 

1.6.5 定义 ” 如果:X>Y 把 下 的 开 集 (相应 地 ， 闭 集 ) 映 成 Y 的 开 集 ( 相 应 地 . 闭 集 ) 
就 叫 /为 开 ( 相 应 地 , 财 ) 冉 射 . 

如 果 A: XY 是 一 一 的 ,连续 的 且 h 1 也 连续 则 称 为 同 有三 映射 如 果 存 在 同 胚 映射 
h: 久 >Y, 则 说 XX 与 了 是 同 胚 的 空间 . 被 局 胚 映射 保持 的 性 质 叫 拓扑 性 质 . 

如 果 f: X-*y 被 视 为 由 芝 到 YY 的 子 空间 f(X) 的 映射 是 同 胚 映射 , 则 说 :了 > 了 是 
溢 入 ， 

6.6 定理 “如果 小 : X->Y 是 一 一 映射 , 则 下 述 条 件 等 价 : 

(1) f 是 同 胚 映射 ， 

(2) f 是 连续 的 开 上 映射 . 

(3) 了 是 连续 的 闭 映 射 . 

(4) VY ACX,fCA)=f(A). 

1. 6.7 定理 拓扑 空间 的 可 分 性 ,Lindelof 性 能 被 连续 映射 保持 . 第 一 (二 ) 可 数 性 能 被 
连续 的 天 映射 保持 . 所 以 它们 都 是 拓扑 性 质 . 


B 例题 


(-—) 


在 这 一 节 中 应 注意 连续 映射 , 开 上 映射, 闭 映射 , 狐 信 映射 与 同 胚 映射 之 间 的 区 别 与 联系 ， 
要 善于 应 用 连续 映射 的 几 个 等 价 条 件 . 

1.6.1 设 (X,p) 为 度量 空间 ， 在 XXX 上 取 号 度量 pe, 证明， XXXX~>' 连续 . 

注 设 人 ,pr 一 1 2 为 个 度量 空间 ,V 一 (rr 一 (yo 


0 def 
6 | 1x—X. 令 
i=1 
P(x,y) = (Dc, ,y))?) 7， 
DCxzy) = max {p(x y))}, 
in 


ps(T,y) 一 Dp yy). 
i=1 
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不 难 验证 ooypnypoz 都 是 XX 一 [zx 的 度量 . 依次 叫做 积 度量 , 极 大 度量 ,3- 度量 . 并 由 


pzyy) Cpr Y) ES ps(r,y) < nprsy) 可 见 p,,paspPs 是 等 价 的 度量 . 
证 ”对 XXX 中 任意 一 点 (x,y) 以 及 s>0, 取 3 王 ee 那么 YV (x',y )EXXX, 只 要 

ps((Xsy) TY)) TO=Ee 

即 

prox ) 十 DC) < 
就 有 
[p(x,y) 一 PC YY) 一 ez 一 pr y)| 十 |ocry) 一 CC 7) 

orT) + py ye 

所 以 p 连续 . 口 ] 

注 解 这 一 题 的 关键 是 要 搞 清 楚 p 与 px 的 含义 及 两 者 之 间 的 关系 . 我 们 要 证 明 的 是 po 
作为 映射 p : 瑟 XX-” 玖 : 连续. 这 当然 要 用 到 天 XX 上 的 度量 ps 以 及 2 本 身 作 为 和 上 的 度 
量 所 具有 的 性 质 . 

又 由 于 po, 与 ps 是 等 价 的 , 即 它们 诱导 相同 的 拓扑 ， 而 映射 连续 性 的 概念 ， 据 定义 只 
与 拓扑 有 关 , 所 以 在 耻 XXX 上 取 po 与 po 时 ,o 也 连续 . 

1. 6.2 设 iR',p,) 为 度量 空间 , 其 中 pv 为 R' 的 极 大 度量 .f: X 一 R', VY XxEX, 记 
f(z) 二 (f(z) ,f(z),…,f,(X7)). 证 明 f 连续 OY i,f;:X 一 EE! 连续 .将 (R",p.) 换 成 瑟 
结论 是 否 成 立 ? 举例 说 明 哪 些 熟 悉 的 结果 是 本 题 的 特例 . 

证 假定 了 了 连续 ,由 于 f; 二 pp。f, 其 中 p; : R">E' 是 第 i 个 投影 (VY i 二 1,2,…,n). 由 
于 VY z 一 (zz)ER" 以 及 es>>0, 只 要 pn(z,y) 二 max |xi 一 9|<e, 显 然 就 有 V i | xz;— ;| 
<e. 所 以 p; 连续 .从 而 fi 连续 . 

反 过 来 ,假定 Y i,_; 都 连续 ,VY zEX 以 及 e>0,3 Ui EAN(x) st VY yEU,, 
|fi(y) 一 f(x) |< 之 e, 取 U= 人 UEA(z), 则 当 yEU 时 
， pa (fy), fr)) = max { [f(y) — fi(x)|} <e 
所 以 了 上 连续 . 

由 于 EF 的 度量 就 是 n 个 EE 的 积 度量 p,, 而 p, 与 ps 等 价 . 所 以 将 CR",p,) 换 成 所 结论 
仍然 成 立 . 

视 了: 玖 一 于 为 VzxE 瑟 确定 一 个 平面 向 量 ( 广 (z), 亡 (z)), 则 了 表示 平面 向 量 场 , 于 
是 本 题 的 结论 用 到 这 里 正 是 :平面 向 量 场 是 连续 场 的 充 要 条 件 为 由 每 个 分 量 构成 的 纯 量 场 
都 连续 . 将 玖 换 成 E 就 是 空间 向 量 场 的 连续 性 条 件 . 

视 : Ei 一 忆 为 V 1E EE! 确定 平面 上 一 点 (有 (2) ,fi1(4)), 改 写成 (x(1),y(1)), 那 么 了 就 
确定 了 一 个 单 参数 平面 曲线 (也 可 用 E' 的 区 间 代 替 E'). 所 以 ,“ 单 参数 平面 曲线 连续 的 充 
要 条 件 是 坐标 函数 x(z),y(z) 都 连续 ”这 一 事实 也 是 本 题 的 特例 . 

又 视 : 一 EF’ 为 由 复数 平面 到 复数 平面 的 复 变 函数 , 记 z=z 十 i1yE EB ,f(z) 二 u(x， 
2) 十 io(xzyy)E 瑟 ,那么 复 变 范 数 了 连续 的 充 要 条 件 是 它 的 实 部 与 只 部 都 连续 "这 一 结果 也 
是 本 题 的 特例 . 
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此 外 在 《数学 分 析 》 中 还 有 向 量 值 函 数 ,空间 曲线 ,空间 曲面 等 的 连续 性 条 件 都 是 本 题 的 
特例 . 本 例 在 积 空间 中 还 将 进一步 得 到 推广 ( 见 Bl1. 7.9 及 其 注 ). 品 
1.6.3 设 f: 久 >Y 为 单 射 . 证 明了 是 嵌入 己 义 的 拓扑 rx 是 使 为 连续 的 最 小 拓 
扑 . 
证 “一 ” 设 广 : X-=F(X),zrhF(z). 因 了 是 嵌入 . 故 坟 是 同 胚 ,假定 X 上 另 有 一 个 
拓扑 z 也 使 f: XY 连续 . 
V GErx, f(G) 二 了 (G) 开 于 了 (X), 所 以 3G'Erys.t. f(G)=G* 败 f(X). 于 是 
广 !F(G)= 广 (GEun ,又 为 单 射 ,所 以 G=/*'f(G)Ev. 于 是 txCr. 即 zx 是 使 f 连 
续 的 最 小 拓扑 . 
“<” 设 GErx, 由 假设 条 件 知 到 ={f-'(G*)1G* Ezty). 故 3 G* Erys.t. G=f/ 1(G') 
=f71(G* 门 f(X)). 所 以 
f(G) = G* Nf(X) 
开 于 A(X). 现 令 
:Xf (KX) ,fr). 
则 /是 一 一 的 ,连续 的 .又 Y ce 入 C) 一 F(G) 开 于 f(X), 故 了 是 开 上 映射 ,从 而 是 同 胚 , 即 
:XX>Y 是 戏 人 . 口 
1.6.4 设 DD 为 XX 的 稠密 子 集 ,(Y,p) 为 度量 空间 ,f,g : X->Y 都 连续 . 证 明 : 如 果 
fls=g|o; 则 f=g. 
证 车 fg; 则 3] XEXs.t,， f(r) 关 g(X). 令 


e= FP f(g), Vi= BCA(z) 6， Ve= Blglr),e). 


则 总 间 V= 名 ,由 于 fg 都 连续 . 故 习 UI ,UE .AxCz) sot， UDCV，， g(U;,)CV,. 
UNUEAx(T) TED, 所 以 (VNU2)N DG. 设 yEUVINMNU:ND,NN 
f(y) = g(y) fH f(y) E Vi,g(y) E TY， 
从 而 总 间 V 隆 名 ,导致 矛盾 . 所 以 f=g. 口 
1.6.5 证明: 如果: EF' 一 E'! 连续 , 且 Y x,y€E FE' 
f(r++ y= f(r) + fly), 
则 必 j aER s.t. VY xXxE€EE',f(r)=ar. 
证 令 
g:E*E,rhrf()zx, 
则 g 连续 . 
首先 ,f(0)= 了 A(0 二 0) 二 fC(0) 十 f(0), 所 以 f(0)= 二 0. 
其 次 ,VY XEE',f( 一 x+) 十 f(x) 二 f(( 一 z+) 十 7) 二 A(0)= 二 0, 故 
f(— 7x)=— f(z). 


现 当 xEQ 一 {0}) 时 ,3 pE2Z 一 {0},gEN s.t. zx 二 万 , 则 


g(24)=g (f= f(D. f= /f(t .十 1/9) 。 
CC 
9 项 


=p: fl)= f(2)= /0). 
q 9 


又 
8g(0) 一 1)，0=0. 
所 以 
fl。 = glo. 
故 由 上 题 的 结果 知 f= 二 g. 取 4a=/(1)ER, 便 有 V 7EE'， 
f (2) = gCz) = f(D) .一 ax 站 


1.6.6 设 了 为 全 序 集 ,m 为 序 拓 扑 ,/,g : X 一 了 都 连续 . 


(1) 证 明天 -上 {tzEXlrsag(Gz)) 是 X 的 财 集 ， 

(2) 由 Az) 王 min{z)vg(z)) ,kT) 一 max(f (zr),g(zT) 7) 定义 的 有 ,k: XX->Y 都 连续 ， 

证 (1) 设 xEBF, 则 g(xr) 之 f(z). 

车 不 存在 EY s.t. gz)<c< rzr), 则 到 

U= (f(r)), V = (g(r), —); 
车 3 cE€Y s.t.gCz)<c< xz)， 则 到- 
U= (cc), V= (ec, >). 

于 是 UEt (gr) Nr VE (Fr) ND, 有 UNV=G. 由 于 fg 都 连续 , 故 
g DNFIVIENYy(A).MzEg NF VN gEU, f(r) EV Bg(z)< f(z), 
于 是 zE 多, 故 有 


rE€Eg (UNV) CGF 
这 就 证 明了 FF 是 的 开 集 , 即 下 是 的 闭 集 . 
(2) 令 下 二 {rEXIf(r)Sg(7)), 一 (rEXIg(z) 志 f(z7)), 则 下 ,FF, 都 是 XX 的 闭 
集 ,FIUF 二 XX, 且 


he ,一 TER, he ;= 工区 下 
”ec ze ro xer,. 
由 于 /| 1,g| ,1f |x,g|;: 都 连续 , 故 由 粘 合 引 理 知 有 ,都 连续 ， 口 


注 Bl1.1.4 是 本 题 (1) 的 特例 . 由 (1) 的 证 明 还 可 得 {zEX1gCr)= Acz)} 一 六 门 已 是 
X 的 闭 集 ， 

1.6.7 设 {4hes 为 X 的 闭 集 族 , 且 X= U4,f :XX>Y,Y XE A, /14 连续. 证明 :如 
果 {4:)ca 局 部 有 限 , 则 了 连续 . 

证 [法 一 ] YxzEX, UEAx(x) 人 rx st，{4E AIDUMm 妨 关 名 } 为 有 限 集 , 记 为 信 4， 


入 ，… ,为 ). 由 粘 合 引 理 并 利用 数学 归纳 法 可 知 了 | 0 4 连续 ,从 而 /|v 连续 ( 因 UCUA,). 所 
以 VVEyCG)) 习 WENo(D)NrwCAfe(zx)Nrx( 这 里 UU 作为 六 的 开 子 空间 ) st. 
AW)CV, 所 以 f 在 x 处 连续 ,由 x 的 任意 性 得 f 连续. 
[法 二 ] 设 下 闭 于 Y, 则 YY AEA,(f|4)'(F) 闭 于 妨 , 因 和 A 和 4 是 的 闭 子 空间 ,地 
(f14) (也 闭 于 站, 由 于 {A}e 4 局 部 有 限 , 故 {(f|4) “'( 玉 ) hes 也 局 部 有 限 ,所 以 由 
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B1, 2.4 得 


fF)= 局 Ca) (CE) =U (fla) (P) 
=UUC F=f (PF). 
即 广 !(F) 闭 于 X, 故 由 Al.6.2 条 件 (3) 知 了 连续 . 口 
注 当 A 为 有 限 集 时 ,直接 由 粘 合 引 理 与 数学 归纳 法 可 知 了 连续 , 当 4 为 可 数 无 限时 ， 
下 述 反例 说 明 f 不 必 连 续 ; 
令 X=[0,1J 作 为 请 的 子 空间 ,ff : X 一 E' 为 


f 1 . 
/0 -1 0 
0 r= 0， 


记 4 一 10) ,4 一 [二 了: 亡 ]; 则 {4,)senui 为 [0,1] 的 可 数 的 闭 集 族 , 目 XX 一 UA,'V nENU 


10} ,连续 ,但 也 不 连续 . 这 就 说 明 粘 合 引 理 一 般 不 能 推广 到 无 限 多 个 闭 子 空间 的 情形 ， 
而 本 题 的 结论 又 说 明 对 无 限 多 个 闭 子 空间 加 上 局 部 有 限 的 条 件 后 , 粘 合 引 理 就 能 推广 过 来 
了 . 而 对 于 住 意 多 个 开 子 空间 的 傅 形 , 则 不 需要 附加 任何 条 件 , 粘 合 引 理 照样 成 立 (读者 自 
行 验证 ). 

1.6.9 设 f:XY, 证 明 下 述 陈述 彼此 等 价 ， 

(1) /是 开 映 射 . 

(2) Y 4CX，FC4)CCFC4))". 

(3)¥ BCY,CF ICB))eC 广 (有 ). 

(4) Y BEY, f'(BCF '(B). 
试 给 出 (2) 一 C4) 中 的 包含 关系 为 真 包含 的 例子 . 

证 (1)=>(2). 因 /为 开 映 射 ,所 以 f(4)Em ,于 是 

fA) = (704)) CC (f(A)). 


(2) 过 (3). 由 (2) 得 
f(ABY)IC (FF BB) CB, 
故 有 
Cr:!CB))"C 广 :及 )， 
(3) 一 (4), 由 (3) 得 四 

(CCGB)) CS EB)) = 广 ((GB) = Gf 1(B). 
即 有 , 

Ff (B= (GF BY = ( 广 ((B)) C Ef 'B). 
从 而 可 . ， 

广 !( 了 ) CAB). 
(4) 二 (1). Y GErx, 由 (4) 得 
fFBFHO) CF GFO)) = Gf f0) CFE = CG. 
所 以 
7 


GC GHO)), 
f(GO Cf GE GCFON) CE GFGO). 
即 
EfO) CEfO). 
从 而 儿 f(G) 闭 于 Y, 即 f(G) Er. 
(2) 一 (4) 真 包 含 的 例子 如 下 : 


设 和 = 了 一 R,rx 为 通常 的 拓扑 ,ry 为 离散 拓扑 .f : X-=Y,zh>z 为 便 同 映射 . 则 f 是 


于 
=[0,1],B==[0,1]， B= 二 (0,1), 则 
flInt. A) 一 (0,1), Int. f(A) 一 [0 ,1]， 
即 有 
flInt. 4A) F Inte f(A). 


Inte f° (B) = (0,1) 等 [0,1] = ff" (Int, Bi), 
f° (Cl B,) = (0,1) 等 [0,1] = Cl f° (8B,). 
注 上述 反例 既是 开 映射 又 是 闭 映射 ,但 不 连续 . 
1.6.10 设 f:X>7Y, 证 明 ， 
(1) f 为 连续 的 开 上 映射 CY BCY,(f-'(B))*=/1(B). (等 价 地 ,VY BCY,f'(B) 
=/°!'(B)). 
(2) 为 连续 的 闭 映射 VY ACX,f(4)==f(A). 
证 (1)“=>” 由 了 的 连续 性 知 f'(B) 开 于 XX. 所 以 ， 
f71B) = Cf BY) CC fCB)). 
又 7 为 开 映 由 上 题 的 条 件 (3? 得 相反 的 包含 关系 "所 以 ， (CCB))* 一 广 :( 及 )， 
二 ” 设 G 开 于 了 , 则 
f°10) = 广 !(6) = (f71(0))°, 
故 f°'(G) 开 于 Y, 于 是 f 连续 . 又 对 照 上 题 条 件 (3),f 显然 为 开 上 映射 ， 
(2) 留 作 练习 . 
1.6.11 设 f:XY, 证 明 下 述 条 件 都 等 价 : 


(1) 是 闭 映射 . 

(2) Y BCY 以 及 关中 包含 广 '(B) 的 开 集 U, 存 在 Y 中 包含 B 的 开 集 VV 使 f°!'(V)CC 
U. 

(3) Y yEY 以 及 苹 中 包含 广 '({y})) 的 开 集 U, 存 在 Y 中 包含 y 的 开 集 VV 使 fF'(V)C 
U. | 


又 车 已 知 f 为 闭 上 映射, 证 明 : 如 果 B,CCY,G,W 为 鲜 中 分 别 包 含 广 :(B)， 广 :CC) 的 不 


相交 的 开 集 , 则 存在 Y 中 不 相交 的 开 集 U,V 分 别 包含 B,C. 
证 (1) 二 (2). B,U 如 (2) 所 述 , 令 


V=Y— f(X—U) 
则 了 开 于 了 , 且 
fi(V)=X— fCX—U CX (XU)=U. 
又 
Y—V=f(X—-U)CfAX— A'(B)= fF '(Y -BCY—B, 

即 BCV. 于 是 V 合 要 求 . 

(2) 之 (3). 显然 . 

(3) 二 (1). 设 4 闭 于 X,YV yEY 一 4) 

f(y CX fA)CX—A. 

X 一 4 开 于 并 , 故 由 (3) ,存在 了 中 包含 y 的 开 集 ,使 广 :(『,)CX 一 4. 令 


V = ys, 
yEYT/(4) 

则 

Y— f(A)CYV. 
又 

f= UVU FV,)CX—A, 

yEY—/(A) 
所 以 

VNf(A)= YY, 
即 

VCY— f(A), 
从 而 


Y— f(A)=V, f(A4)=Y—V 
闭 于 Y. 故 了 是 闭 映 射 . 
现 假定 f 为 闭 映射 ,B,C,G,W 如 题 所 述 ， 则 由 条 件 (2) ,存在 Y 中 的 开 集 U,V 使 BC 
UCCV 8 FVIICG, FVICW. 
因 GNW= 名 , 故 广 (人 门 f(V)= 名 ,从 而 UNMNV=G.U,V 合 要 求 . 口 
1.6.12 设 叉 =[0,1]U[2,3],Y= 二 [0,2] 都 是 请 的 子 空间 ， 
| zx zxEL0,1] 
f :XY, p/n)= (2 rE[L2,3]. 
试 判 别 f 的 连续 性 , 开 、 闭 性 . 
解 ” 由 于 所 : [0,1J>Y,z 上 zxz; fi: [2,3] 一 ,zh>z 一 1 都 是 定义 在 筷 的 闭 子 空间 上 
的 连续 映射 , 据 粘 合 引 理 ,f 连续 . . 
(这 '1] 是 XX 的 开 集 ,f| ( 玄 ,1]] 一 (二 ,1] 却 不 是 Y 的 开 集 , 故 不 是 开 映 射 ， 


现 设 A 为 XX 的 闭 子 集 ,VY yE€ A), 则 存在 f(A4) 中 的 序列 (f(x)),en 一 y(Al. 3.4 
(1)), 其 中 《zx,),es 为 4 中 的 序列 . 再 由 Bolzano-Weierstrass 定理 可 知 (z,),cN 有 收 伍 的 子 序 
列 《zx )ien，, 设 其 极限 为 x, 则 由 f 的 连续 性 可 知 (f (zx,));en 一 f(x). 由 实数 序列 极限 的 唯一 
性 可 知 y=A(z)E€f(4). 从 而 及 4A)CfCA), 即 f(A4) 闭 于 了 ,所 以 是 闭 映射 . 口 

1.6.13 设 S= {rx=《xiyz2) ER |xi 十 二 1} 为 忆 的 子 空间 ,f : Ei 一 S91， 
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XH>《cos2zxr,sin2xx). 试 判断 f 的 连续 性 与 开 , 闭 性 . 

解 由 Bl.6.2 可 知 f 连 续 . | : 

现 设 G 开 于 EV yEf(G) 3 xEGs.t. yz), 由 于 G 开 于 画 , 故 了 se(0, 方 ) 
s.t，( 一 ce 十 ECO 于 是 

jz 一 ez 十 6)) 一 (costsint)|2r(r — €) < < 2ra(r + €)) 
= Bae(f(x),6) (| 5', 
其 中 
= fr) Oo fre)l, 
所 以 f((x 一 ex 十 e)) 开 于 S1. 又 . 
flr) E f(r erte)) Cfo), 
所 以 f(G) 开 于 Si， 从 而 f 为 开 上 映射 . 


再 考察 E' 的 于 集 == {n 十 这 ,inE N) ,由 于 


FF = (~ 0,3)U Ua; LD 


2n 2Cx 二 1) 5) 
开 于 &, 故 下 闭 于 EE ,但 


FF) = {lcos T,sin TIn EN) 
n n 


不 是 S' 的 闭 集 ,因为 (1,0) 是 A(F) 的 京 点 却 不 属于 f(F). 于 是 f 不 是 闭 映 射 . 口 
注 上 述 二 例 说 明 连 续 映 射 ( 甚 至 于 连续 的 闭 映射 ) 不 必 是 开 映 射 , 连 续 映射 (其 至 于 连 
续 的 开 上 映射 ) 也 不 必 是 闭 映 射 ， 
1.6.14 设 1 :EE, 令 T={(rz,y)ER’|y==f(z))( 即 厂 = 放 叫做 了 的 图 ,作为 六 
的 子 空间 ,证明 如 下 定义 的 上 映射 
0: E>T,rp gr)= ,f/f(7)) 
是 同 胚 的 充 要 条 件 为 f 连续 . 
证 记 p :E>E,(ry) Pr; ps: EzBi,(ry) >y. 则 f=p,。 
如 果 9 为 同 胚 ,显然 了 连续 . 
反之 ,如 果 / 了 连续 , 则 因 p, 。g=ids!，p:。 9 二 了 都 连续 ,所 以 v4 连 续 . 再 令 =p Ir:T 
一 EE', 则 连续 且 易 见效 qidm,p。y==idi, 因 此 是 9 的 道 映射 ,所 以 jg 是 同 胚 映射 . 口 
1.6.15 设 X={(x)enER |V i,x€E[0,1])YY x=(z)enyy 一 《yi)ien€E ,定义 
pzyy) = D27 |x, — yl. 


i=l 


证 明 p 是 XX 的 度量 ,县 度量 空间 (X,p) 与 Hilbert 方 体 (Bl1. 2.14) 
He = {Cx)enlY ion € [0 于 ]) 


同 胚 . 
证 验证 p 是 关上 的 度量 (上 略 ). 现 令 
ff: Hce>X ,r= (ri)ien Py (izi) en. 


显然 /是 一 一 的 ,Y 7 二 (x)ew€ 有 H. 以 及 >0, 先 4EN s.t，D 27 之 也. 取 6 一 序 , 则 当 


1 二 二 1 


pu (ry) 6 时 ,就 有 Y i, |7,--y;| <6, 


PF DIAYD= D2 iriy|t D2 Nir — iy| 
i 一 1 


7 一 由 十 1 . 
< SE —y | 二 + >)2 7 
i=1 j=n+1 
<< 1 十 3 = E, 
所 以 f 连续. 
再 证 三 ; 入 一 五 cz 一 (Xi)ien 上 = ( 子 )ew, 也 连续 .Y 一 《Xi)icN 生 其 以 及 e>>0, 选 n€EN 
— 1 Ee 十 
s.t. 和 产生 取 8=e/《CYV R271), 则 当 
PT 9) = D2 zm yl < 
1 
时 
| yi|<= 26 过 2"9， 1 一 ] ,2 。… 九 ， 
of:z), 广 (yy)) 一 | » 去 (x 一 人 十 2) 去 (x 一 "| 
1 i=n+1 
到 2 
Sn 2 - [+e €|?: 
一 "(2"8)* 二 全 | je+5) <e, 
所 以 六 ' 也 连续 ,从 而 f 是 同 胚 映射 . 口 


1.6.16 设 基 ,Y 都 是 全 序 集 , 取 序 拓扑 ,证 明 ; 若 :XX 一 Y 是 一 一 的 保 序 映射 (x1 志 x 
二 f(x) 夺 f(xz)), 则 是 同 胚 . 
证 任 取 Y 的 子 基 元 (a, 一 ) ,我们 证 明 
广 :((a, >)) = (f(a), —). 
设 T€Ef (bas 一)), 则 f(z)>a. 如果 x 入 '(a), 由 保 序 性 ,f(x)<<a, 矛 盾 , 所 以 x 
了 "(a). 于 是 
f(a >) Ca), >). 
反之 , 设 zE( 广 (a), 一 ), 由 保 序 性 f(x) 之 ff (qa) 二 a 如果 f(x)=a 则 z= '(a) 
韦 盾 . 所 以 (x) 之 a, 从 而 XxE€f '((a, 一 )). 于 是 | 
OW, Cf da, =>)). 
这 就 证 明了 YY 的 任 一 形 如 (4, 一) 的 子 基 元 的 原 像 是 XX 的 子 基 元 , 同 理 ,Y 的 任 一 形 如 (<-， 
a) 的 子 基 元 的 原 像 是 和 的 子 基 元 (一 , 广 (a)), 所 以 了 连续 ， 
了 是 一 一 的 保 序 的 , 易 证 广 :Y-> 于 也 是 一 一 的 保 序 的 ,所 以 广 :也 连续 ,从 而 f 是 
同 胚 . ; : 口 
这 个 结果 是 自然 的 . 因为 序 拓扑 是 由 序 关系 完全 决定 的 ,既然 / : X->Y 是 一 一 的 保 序 
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的 , 则 和 与 了 有 相同 的 序 型 , 即 X 与 了 的 序 关 系 本 质 上 是 一 样 的 ,因此 由 它们 决定 的 拓扑 
本 质 上 也 是 一 样 的 , 即 是 同 胚 的 . 
1.6.17 设 XX=( 一 00, 一 1)UL0, 十 0) 为 El 的 子 空间 ,f : XE' 定义 为 
7 十 ] 7 所 一 1， 
7 = | 并 z 之 10. ， 
证 明 :/ 是 一 一 的 保 序 的 ,也 是 连续 的 . 但 不 是 同 胚 . 试 与 上 题 作 比较 ,说明 这 是 为 什么 ? 
证 令 g: 一 XX 为 


I 这 之 0， 

SC 一 () Tr 二 0, 
则 g。f 二 idx，,f。g 一 ida, 故 g 为 的 逆 映 射 , 于 是 是 一 一 的 . 又 让， 都 是 
保 序 的 ,又 当 工 过 一 1 时 , f(x) 二 x 十 1 之 0=f(0), 故 在 上 是 保 序 的 .由 于 (一 oo0, 一 1) 
与 [0, 十 co) 都 是 和 的 闭 子 空间 , 且 丰 |，。 ,与 /| 都 连续 , 故 由 粘 合 引 理 知 f 连续 . 但 


易 见 了 的 道 g 在 z=0 处 不 连续 ,所 以 扩 不 是 同 胚 

与 上 题 比 较 ,看 来 似乎 矛盾 ,其 实 不 然 , 事 实 上 ,上 一 题 中 和 ,了 都 取 序 拓扑 ,而 本 题 中 虽 
然 EE' 的 拓扑 是 序 拓扑 ,但 XX 作为 BE 的 子 空间 ,其 子 空间 拓扑 却 不 是 XX 本 身 的 序 拓扑 ,因为 
0 在 子 空间 拓扑 下 是 [0, 十 ce) 的 内 点 ,但 在 序 拓扑 之 下 0 是 [0, 十 co) 的 边界 点 而 非 内 点 . 
这 是 不 同 于 上 题 的 实质 所 在 . 口 

与 序 拓扑 空间 相 类 似 的 ,对 于 度量 空间 有 下 述 结果 : 

1.6.18 设 (X,p),(Y,d) 均 为 度量 空间 ,如 果 :XX>Y 满足 条 件 : 

Vr,y EXA(fr) fy)) = plr,y), 

则 称 是 保 距 的 ,一 一 的 保 序 映射 也 叫 等 距 映 射 . 证 明 : 

(1) 如 果 :XY 是 等 距 的 , 则 了 是 同 胚 . 

(2) 如 果 /了 是 保 序 的 , 则 了 是 嵌 人 ， 

证 〈1) 由 等 式 d(f(x),f(y)) 二 p(x,y) 显 然 可 见 连续 . 又 易 见 广 : :YY->X 也 是 
等 距 的 , 故 也 连续 ,所 以 f 是 同 胚 . 

(2) ”由 于 了 f 保 距 , 故 VY xz 关 y,f(x) 关 f(y), 嗓 是 单 射 ,于 是 视 了 为 由 广 到 /(X)( 作 
为 了 的 子 空间 ) 的 映射 就 是 等 距 , 从 而 是 同 胚 , 也 就 是 : X>Y 是 嵌入 . 口 

注 度量 结构 与 序 结构 毕竟 是 两 种 不 同 的 结构 . 从 度量 结构 可 得 保 距 映射 是 单 射 , 这 
是 度量 的 分 离 性 决定 的 ,然而 保 序 映射 (z 委 ?全 zxz) 委 7y)) 却 未 必 是 单 射 了 .所 以 提醒 读 
者 不 能 依照 本 题 (27 的 结论 , 误 认 为 保 译 映 射 也 是 嵌 人 ,如 果 这 样 认为 那 就 错 了 ,， 常 值 映射 
就 是 全 序 集 之 间 最 简单 的 保 序 映 射 , 却 不 是 嵌入 . 

由 本 题 自然 会 联想 到 B1.1. 3 中 给 出 的 R 上 的 两 种 度量 wm ,o*. 由 于 了 :Rh( 一 1,1)， 

0 z=0 

se RL 0 都 是 等 距 映射 ,所 以 它们 都 是 同 胚 此 时 对 而 计 


个 R 上 是 通常 的 欧 氏 度量 . 我 们 又 由 C1l.1.9 可 见 了 上 的 度量 po, 与 欧 氏 度量 是 不 等 价 的 . 
也 许 有 的 初学 者 将 “ 同 胚 "与 “不 等 价 " 联 系 起 来 会 感到 困惑 . 事实 上 拓扑 空间 之 间 的 “ 同 


胚 ”, 与 同一 集合 上 不 同 度 量 之 间 的 “等 价 ” 是 两 个 不 同 的 概念 .由 同一 集合 X 上 的 等 价 度 
量 pi,p; 决定 的 度量 空间 《X ,Ap ) 与 (和 ,ps 作为 拓扑 空间 而 言 是 两 个 完全 “相同 的 "拓扑 空 
间 ,当然 是 同 胚 的 . 但 反 过 来 两 个 不 同 的 度量 空间 (作为 拓扑 空间 )( 民 ,or 与 (Xe 是 同 眶 
的 并 未 要 求 它们 有 相同 的 拓扑 , 仅 要 求 有 一 个 一 一 映射 ,使 在 这 个 映射 及 其 道 映射 之 下 ,两 
个 空间 的 开 集 之 间 是 一 一 对 应 的 . 这 与 开 集 完全 相同 是 两 回 事 , 既 然 如 此 ,两 个 度量 pi 与 
za 当然 可 以 是 不 等 价 的 . 
要 证 明 两 个 拓扑 空间 同 胚 ,通常 是 用 构造 间 是 映射 的 办 法 来 证 明 的 ,而 要 证 明 两 个 拓扑 
空间 不 同 胚 ,就 得 凭借 拓扑 性 质 . 如 果 两 个 拓扑 空间 有 不 同 的 拓扑 性 质 , 则 它们 不 同 胚 . 
1. 6.19 试 判断 下 述 空间 (X,rx) 与 (了 ,rr 是 否 同 豚 , 为 什么 ? 
(1) X 一 了 Y 一 R,rx 一 右 半 开 区 间 拓 扑 ,ry* 王 右 序 拓扑 
(2) 和 一 Y 为 不 可 数 集 ,rx 王 有 限 补 拓扑 ,ry 一 可 数 补 拓扑 . 
解 (1) 〈X,rx) 不 是 第 二 可 数 的 (B1. 5.6), 而 (Y,rr> 有 可 数 基 { (ae, 十 ce)|leEQ). 所 
以 Sorgenfrey 直线 及 :一 (X,rx) 与 右 序 拓扑 空间 RR, 二‘Y ,Ty) 不 同 胚 ， 
(2) 《〈X,rxz) 可 分 (B1. 3.3), 但 (Y,ty) 的 任 一 可 数 子 集 都 是 闭 集 , 故 不 存在 可 数 的 稠 
密 子 集 , 即 (Y,ty) 不 可 分 . 从 而 4(X,rx) 与 (Y,m) 不 同 胚 . 口 
1. 6.20 ”如 果 :XR 满足 条 件 : 
Vxo EXUURe>0 43UE MNT) Sst. YrieEeUd, f(r) f(r) 十 e， 
则 称 f 是 上 半 连 续 的 (类 似 地 定义 下 半 连 续 ). 证 明 : 
(1) 六 上 半 连 续 针 在 RR 上 取 左 序 拓扑 时 了 连续 ， 
(2) 三 下 半 连 续 扰 在 及 上 取 右 序 拓 扑 时 了 连续 . ， 
(3) 七 的 子 集 4 的 特征 函数 ck : X 一 有 R( 即 当 zE4 时 “sz) 一 1 当 z64 时 ,xna(z) 一 
0) 是 上 (下 ) 半 连续 的 售 A4 闭 ( 开 ) 于 XX. 
证 (1) ” 左 序 拓扑 ro 的 基 为 鹏 ,o={( 一 coa)lcER}, 故 由 上 半 连 续 的 定义 即 知 
Y (00,4) Ep,f '(( 一 00,4)) 是 六 的 开 集 . 事实 上 ,VY XE '(( 一 00,4a)),f(x)<a， 
则 3 s>>0 s,t. f(x) 十 e<a, 由 了 上 半 连 续 ,I] UE_Ny(x) st 当 WEU 时 f(x <f(r}t+e 
<a 故 有 xzEUC 广 (( 一 coya)). 于 是 在 RR 上 取 左 序 拓 扑 时 ,三 连续 . 
反之 ,VY zeoEX,e>0， 广 !(( 一 co,jzo) 十 6) 开 于 和 , 故 了 UE_ACzo) st roEUC 
fC( 一 00,f(xo) 十 Ee)), 即 VY xEUV, f(r)E( 一 00,f(z0) 十 Ee) ,于 是 f(x) 之 f(zxo) 十 e. 从 而 了 
上 半 连 续 ， 
(2) 与 (1) 类 似 . 
(3) ” 设 ws 上 半 连 续 , 由 于 A=xa'([1, 十 oo0)) 和 且 f1, 十 oo) 是 (有 有 ,rio) 的 闭 子 集 ,由 (1) 
知 4 团 于 XX. 
反之 ,车 4 闭 于 XX. 因 V a€ER 
. GA 0<a 委 1， 
Ka'((— coya)) -1 a 忒 0， 
X a>1. 
故 wa'(( 一 co ,qa)) 开 于 X, 即 在 RR 上 取 左 序 拓扑 时 ,ws 连续 . 所 以 x。 上 半 连 续 . 
类 似 可 证 括号 中 的 情形 . 口 
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1.6.21 设 太 gg:XR 都 是 下 (上 ) 半 连续 函数 . 证 明 : 
(1) 
h: XR, rt>max{(f(r),g(r)) 
kt: XR, rh-min(f(xr),g(r)} 
都 是 下 (上 ) 半 连续 的 . 
(2) s: X 一 ~R,zrh>Czr) 十 g(Cz) ,也 下 (上 ) 半 连续 . 
(3) 当 Y XEX, (x) 记 0,g(7) 之 0 时 ,pp :XR,zjrf(r)。g(z) 也 下 (上 ) 半 连续 . 
证 对 下 半 连 续 的 情形 给 出 证 明 . 
(1) 在 R 上 取 右 序 拓扑 re, 则 .gg :X-R 连 续 . 所 以 Y eaER, 广 (Ce, 十 co))， 
8g ((a, 十 oo0)) 都 开 于 及 ,于 是 
h(a 二 + oo) = fi((a, 十 co)) Ug i((a, 十 co))， 
ki(las+o0)) = (a, 十 co 站 gay 十 co))， 
都 开 于 XX, 所 以 h,k&: XX 一 R,。 连 续 , 即 hh,k: XX->R 下 半 连 续 . 
(2) VY zoEXN 以 及 e>0, 由 f,g 下 半 连 续 3 UUE Ny(x0) st VY XEU， 
fr)> f(r)— 5'V zrEU g(r) gro) — 三 , 帮 Y rEU NUE Ny (x), 
:Cn = f(r) + gr) > f(ro) 本 gE(zo) 一 E 一 SCzo) 一 上 . 
故 * 下 半 连 续 ， 
(3) VY xzoEX 以 及 VY e>0. 
若 Azo)，g(《zxo) 二 0, 则 VYV xEX, 总 有 p(r) 这 p(xo) 一 e. 故 不 妨 假 定 f(x0o) 守 0,g8(x0) 记 
0, 取 3 合 于 
OZmin(f (ro) gro) ,Ee/2f x0) ,e/28(70)}, 
对 上 述 5, 由 f,g 的 下 半 连 续 性 3 Uy ,UsE€E -fx(Czo) s.t. 
VEU f(r)> fr) — 6>0 
VrEU, g(r) > g(r) — 6>0, 
则 VY xEUI UE NY (x0) 
plr)= f(x4) :g(x) > Cf lz) — 0)(g(xo) — 6) 
= f(ro)g(ro)— f(zx0) 一 Cg(zo) + 
> px0) — /2 — /2 = p(xo) — &. 、 
所 以 户 下 半 连 续 ， 口 
注 由 土 (下 ) 半 连续 的 定义 直接 可 知 f: X 一 尼 连续 兮 扩 : XR 既 上 半 连 续 又 下 半 
连续 . 
于 是 由 上 述 (1),(2) 可 得 ， 
若 f,g : XE 连续 , 则 有 ,k : XX 一 E! 也 连续 ,s : XX 一 FEF! 也 连续 . (h,k 的 连续 性 可 参照 
B1. 6. 6, 两 处 对 实 值 函 数 这 一 性 质 的 应 用 ,异曲同工 )， 
上 述 (1) 还 可 作 如 下 推广 
1.6.22 设 f: XR,4E€ A, 都 是 下 (上 ) 半 连续 的 ,如果 VYV xEX,{fi(x)|4EA} 有 上 
(下 ) 界 , 则 由 
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(supf) (4) = supfi(7) ( (inff2) (x) = inffi(x)) 
定义 的 炒 数 sup_f : XR(inff, : 对 一 R) 也 是 下 (上 ) 半 连续 的 . 
证 对 下 半 连 续 情形 给 出 证 明 
VY eaER, 由 <zE (sup 访 ) ((a, 十 co)) 可 得 3 hEA4st xzE 廊 (Ca 十 co)). 由 于 六 下 
半 连 续 , 所 以 户 ((we ,十 ce)) 开 于 和, 且 
TE fa a +t oN ES Csupf) (Cs 十 co))， 
所 以 (supfi) 〈(a, 十 co)) 开 于 X, 故 supf 下 半 连 续 . 口 
注 设 /X-R, 令 g5:X-R,zhg(z)= 一 Fxr). 则 易 见 让 上 (下 ) 半 连续 名 sg 下 
(上 ) 半 连续 . 


上 述 各 题 中 我 们 虽然 只 对 上 (下 ) 半 连续 的 一 种 情形 给 出 了 证 明 ， 类 似 地 可 证 另 一 种 情 
形 或 利用 者 才 所 述 的 了 与 g 的 对 偶 关 系 也 能 证 明 . 


〈 二 ) 常 见 错误 分 析 


1.6.23 设 4, 甩 为 X 的 子 空间 , 且 4UB=X. 如果: XY 的 限制 |。,f|， 都 连续 ， 
则 三 是 否 连续 ,给 出 证 明 或 举 反 例 . 

由 于 VYzEX,rE4 或 了 EB, 当 zE4 时 , 因 广 ,连续 ,所 以 在 点 zx 处 连续 . 当 xEB 
时 , 同 理 , 太 在 点 工 处 连续 ， 由 的 任意 性 得 /连续 

试 分 析 上 述 证 明 有 何 错误 . 

分 析 “我 们 先 看 下 述 例子 ， 
设 | 
X=E=Y,A= [0,+ coc),B= (一 co,0). 

f: 久 >Y 定义 为 | 
7 二 1 TEL0, 十 co) 

1 一 x € (~ 00,0). 
则 |。,fis 都 连续 ,但 在 z=0 处 不 连续 . 这 个 例子 从 反面 告诉 我 们 上 述 证 明 是 错误 的 ， 
究竟 错 在 何 处 呢 ? 解剖 所 给 的 反例 就 可 揭 开 这 个 吝 底 .了 |% 在 r=0 处 连续 ,这 是 “ 单 边 ” 的 
连续 性 . 作为 /在 x=0 处 连续 ,应 该 是 “双边 ”的 . 所 以 f|。 在 一 点 处 的 连续 与 f 在 同一 点 
处 的 连续 性 是 不 同 的 . 这 是 我 们 从 具体 例子 中 看 到 的 结果 . 那么 再 一 般 化 一 点 ,其 根本 原 
因 何在 呢 ? 就 在 子 空间 中 一 点 的 邻 域 与 同一 点 在 原始 空间 中 的 邻 域 是 不 同 的 ,比如 反例 中 
二 0 在 4 中 的 任何 一 个 邻 域 都 不 是 x=0 在 X 中 的 邻 域 ,而 连续 性 是 与 邻 域 的 行为 密切 相 
关 的 . 

一 般 地 ,如 果 S 是 X 的 子 空间 ,y 在 点 zxES 处 连续 , 则 |, 在 点 x 处 也 连续 . 这 是 因为 
在 XX 中 的 邻 域 与 S 的 交 就 是 z 在 '$ 中 的 邻 域 . 但 反 过 来 ,如 果 f|, 在 xES 处 连续 就 未 必 
有 了 在 zx 处 连续 ,原因 如 上 . 但 车 附加 上 “S 是 开 子 空间 ”这 个 条 件 , 那 么 由 于 xz 在 S 中 的 邻 
域 也 是 x 在 XX 中 的 邻 域 ,从 而 f|; 在 xES 处 连续 ,也 就 有 在 x 处 连续 . 若 5S 不 是 开 子 空 
间 , 那 么 只 有 当 xElIntxS 时 ,f|; 在 xz 处 连续 与 了 在 x 处 连续 二 者 才 -- 致 (读者 自行 验证 ). 
否则 未 必 . 口 


1.6.24 ”证明 :XY 连续 会 V BCYy, 广 (B)C 广 :( 互 ). 

“一 ” 由 于 了 连续 , 则 广 '(B) 是 XX 中 包含 广 :(B) 的 闭 集 , 故 有 广 (CD)C 广 (5)， 

“< 和” 设 4CX, 令 4= 广 (8), 于 是 由 假设 条 件 得 

f(A) = fF (BB) CHF (BCEB= 7A). 

所 以 f 连续. 

试 分 析 这 个 证 明 有 何 错误 . 

分 析 在 充分 性 部 分 ,对 于 六 的 任 一 子 集 4 是 否 存在 BCY 使 4 一 广 (B) 呢 ? 

例如 f :RR,zh>z’,A==[0,1j], 则 Y BCR, 广 :(B) 关 4， 

所 以 4= 广 (8B) 的 假定 是 错误 的 . 

正确 的 证 明 如 下 : 

[法 一 ] Y ACX, 令 B=f(4), 则 ACf'f(4) 二 f°1(B). 故 AC 1'(B). 于 是 

f(A CCFCB)) CHF HB) CB = Fa). 

所 以 了 连续 . 

[法 二 ] 设 忆 为 了 的 任 一 闭 子 集 , 则 

fF (FCF F=f NF). 

所 以 (FF) 是 XX 的 闭 子 集 ,从 而 f 连续 . 口 

初学 者 往往 会 作出 类 似 于 上 述 那 种 连 存在 性 都 不 能 肯定 的 空头 假设 ,建立 在 这 种 毫 无 
根据 的 虚假 假设 上 的 证 明 , 尽 管 后 面 的 推理 完全 正确 ,也 是 无 效 的 . 

1. 6.25 ”拓扑 空间 的 第 一 可 数 性 能 否 被 连续 映射 保持 ?给 出 证 明 或 举 反例 . 

设 义 是 第 一 可 数 的 ,f : XX->Y 为 连续 满 射 ,V yEY rzEX s.t. y= 二 f(x). 由 于 zx 第 一 
可 数 , 故 存在 工 的 可 数 邻 域 基 多 (xz) 二 {U0,},en. 现 对 每 个 VEANY(f(7)) 3 UEI(x) 
s, t， (UD)CV ,对 于 UU 又 4 UE 多 (Zz) st UCU, 故 (UD)CAOD)CV. 因 此 {UD)) en 
是 y 的 邻 域 基 , 即 了 是 第 一 可 数 的 . ” 

分 析 先 看 下 述 反 例 : 设 久 二 R= 二 了 ,rx 为 离散 拓扑 ,rm 为 有 限 补 拓扑 .三 : XX 一 Y 为 恒 
同 映射 . 则 f 为 连续 满 射 . (XX,rx) 是 第 一 可 数 的 ,但 (Y,ty) 不 是 第 一 可 数 的 . 所 以 第 一 可 
数 性 不 能 被 连续 映射 保持 ， 从 而 上 述 证 明 肯 定 是 错误 的 . 问题 在 于 忽 路 了 邻 域 基 的 成 员 必 
须 是 邻 域 , 即 且 ()C.Y(y) 这 个 条 件 ,VnEN,A(U,) 是 否 为 y 的 邻 域 ,不 得 而 知 . 因此 也 
就 不 能 断定 {f(U,) |nEN}) 是 y 的 邻 域 基 . 

如 果 了 是 连续 的 满 的 开 映 射 , 那 么 由 于 

rE€EU,, y= f(x) € fU,) CGO)， 

可 知 f(U,) 是 y 的 邻 域 ,从 而 就 有 {fCU,)}),en 是 y 的 可 数 邻 域 基 了 . 所 以 第 一 可 数 性 质 被 
连续 的 开 映 射 保持 . 口 


C 练习 题 


1.6.1 设 f: XX->Y,xrEX. 证明 下 述 条 件 等 价 : 

(1) 上 在 点 过 处 连续 . 

(2 VY VENY FCF VI EN Yr). 

(3) 已 知名 (f(x)) 为 f(x) 的 邻 域 基 , 则 YVESBYy(f(7)) ,ff '(V)E_Tx(z). 


1.6.2 设 f: XX>Y,f(X)CBCY, 令 了 :XB,zj> 了 (x) 二 f(x), 证 明 ; 如 果 B 作 为 
Y 的 子 空间 ,那么 了 连续 咏 》 连 续 . 
1.6.3 设 f: 久 >Y 为 单 射 ,证明 
连续 司 YV A CX,f(4') CC (f(A4))'. 
并 给 出 f 不 是 单 射 时 ,上 述 结论 不 真 的 例子 . 
1.6.4 设 RR,, 为 右 序 拓扑 空间 ,检验 下 述 定义 的 : R,, 一 RR 哪些 是 连续 的 . 


(1) f(x)=z’, (2) f(x)=7’, 
(3) f(x)=—x， (4) f(x)=sinr, 
(5) f(x)=arctgx, (6) f(z)=ar (a 0). 


1.6.5 设 f: >Rs, Xxx; 8g :Rs 一,rH>x. 其 中 Rs 为 Sorgenfrey 直线 . 证 明了 
不 连续 而 g 连续 ， . 

1. 6.6 设 4 为 度量 空间 ( 久 ,p) 的 非 空子 集 ,f: X~ 忆 ,zh>AFGr) 一 pCz,4). 证 明了 连 
续 . 

1.6.7 设 久 ={1,2,3},r 二 {名 ,六 ,(1),(1,2),{1,3)), 证 明 :f: X-> 忆 连续 后 三 是 党 
值 的 ， | 

1. 6.8 判断 在 下 述 情形 下 ,映射 f/f: X~>Y 的 开 、 闭 性 . 

(1)Y 为 离散 空间 . 

(2) XX 为 平凡 空间 且 f 为 满 射 . 

(3) X=Y=E,YVY x€EX. f(r)=7, 

(4) Y={1,2,3} ,r= {GG ,Y,{1},{1,2)} HY xEX 

OD) fC7)=1, 0) fr)=2, i) f(x)=3. 

1.6.9 设 [ 一 3,3j] 为 E! 的 子 空间 ,证 明 ; 映 射 

fs [—3,3]>[—3,3], zf(r)= 二 (3x) 

是 连续 的 闭 映射 ,但 不 是 开 上 映射 . 

1.6.10 设 f:X>Y 是 开 ( 闭 ) 映 射 ,这 里 义 ,Y 的 拓扑 分 别 为 rx 与 ty, 证 明 : 如 果 雪 、 
Cr 且 tyCry, 则 了 作为 由 ( 瑟 ,mx)> 到 (了 ,my 的 映射 也 是 开 ( 闭 ?映射 . 

1.6.11 设 f: X->Y,g :了 ->2Z 都 是 开 ( 闭 ) 映 射 , 则 g。 广 : X->2Z 也 是 开 ( 闭 ) 映 射 . 

1. 6.12 设 f:X>7,f(X)CZCY,Z 为 了 的 子 空间 . 全: XZ,z 上 yr) 二 f(r). 
证 明 : 


(1) 如 果 三 是 开 ( 闭 ) 映 射 , 则 /也 是 开 ( 闭 ) 映 射 . 

(2) 如 果 了 是 开 ( 闭 ) 映 射 ,那么 是否 也 是 开 ( 闭 ) 映 射 . 如 果 Z 为 Y 的 开 ( 闭 ) 子 空间 
又 如 何 ? 理由 何在 ? 

1. 6.13 (1) 证 明 B1. 6. 10(2). 

(2) 为 闭 映射 习 Y 4CX ,Ca4)C 7C4)， 

1.6.14 设 /:X-7Y, 证 明 /为 开 肌 射 后 V BCY 以 及 和 的 包含 '(B) 的 闭 集 乒 存 
在 Y 的 包含 B 的 闭 集 C 使 f°'(CO)CF. 

1.6.15 设 f: XY,g :YZ ,证 明 : 

(1) 如 果 为 满 的 开 ( 闭 ) 上 映射, 又 g。 了 连续 则 g 连续 . 

(2) 如 果 gg 为 开 ( 闭 ) 的 单 射 ,g。 了 连续 , 则 /连续 . 

(3) 如 果 了 是 连续 满 射 ,g。.f 是 开 ( 闭 ) 映 射 , 则 g 也 是 开 ( 闭 ) 上 映射 ， 

1.6.16 设 X=R, 赋 子 下 述 拓扑 :tp 元 (X),r= 通 常 拓扑 ,zs 二 右 半 开 区 间 拓 扑 ,rr 一 
有 限 补 拓扑 ,zt 二 排外 点 (排斥 0) 拓 扑 ,ri 二 ry VY rt.《Fort 拓扑 ),rr 一 平凡 拓扑 . 

(1) 验证 V a>>0,f,: 久 一 了 X,x yar 都 是 同 胚 . 

(2) 验证 VY a<0,f,: X 一 XX,rTH>ar 在 拓扑 ts 之 下 不 连续 ,而 关于 上 述 其 它 拓扑 都 是 
同 胀 . 

1. 6.17 设 义 ,Y 都 是 无 限 集 , 取 有 限 补 拓扑 ,f : XY. 证 明 :- 

(1) 如 果 是 满 射 ,那么 f 既是 开 上 映射 又 是 闭 上 映射 , 试 给 出 一 个 不 是 满 射 且 既 非 开 映 射 
又 非 闭 映 射 的 例子 . 

(2) 如 果 上 了 是 一 一 的 ;那么 了 上 是 同 胚 . 

(3) 如 果 了 了 是 单 射 ,那么 了 是 嵌入 . 

1.6.18 设 双 =((a'b)CR,apER，ce<2OUTG ,1 二 1,2. 以 多 ;为 拓扑 基 生 成 RR 
的 拓扑 5 二 1,2), 证 明 (R,) 与 4R,T) 同 胚 ,但 工 关 zt. . 


1. 6.19 ”证明 映射 /: (一 1,1) 一 局,rh> 二 zz 是 同 雄 .其 中 (一 1,1) 为 E' 的 子 空间 . 

1.6.20 设 ff: [0,1) 一 S' ,tH> (cos2xt, sin2xt). 

(1) 证 明 f 是 连续 的 ,一 一 的 . 

(2) f 是否 为 同 胚 ? 为 什么 ? 

1.6.21 在 R 上 赋予 下 述 拓扑 ;ri 为 通常 拓扑 ,ti 为 右 半 开 区 间 拓 扑 ,t 为 右 序 拓扑, 
为 可 数 补 拓扑 ,rs 为 有 限 补 拓扑 ,rm 为 特殊 点 拓扑 (不 妨 以 原点 为 特殊 点 ),t 为 排外 点 拓扑 
(不 妨 排斥 原点 ),rs 为 离散 拓扑 . 你 能 证 明 当 ; 尖 ) 时 ,(R,rny 与 (Rir》 都 不 同 胚 吗 ? 

1.6.22 设 S 为 X 的 子 空间 ,证 明 S 的 子 空间 拓扑 是 使 包含 映射 i; : S->X,.zrhH=z 为 
连续 的 最 小 拓扑 , 且 i; : S->X 是 嵌入. 

1.6.23 设 f: XY 为 连续 映射 ,ACX. 我 们 已 知 , 若 xE 有 FA, 则 f(x)E (A), 也 就 是 
“一 点 工 是 子 集 4 的 接触 点 ”这 一 性 质 能 被 连续 映射 保持 . 试问 ;对 “一 点 x 是 子 集 4 的 聚 
点 (内 点 ,边界 点 )”, 这 些 性 质 是 否 也 能 被 连续 映射 保持 ?请 给 出 证 明 或 举 反 例 , 进 而 指出 在 
何 类 适当 的 映射 (不 必 同 胚 ) 下 能 保持 . 


$1.7 拓扑 空间 的 有 限 积 


A 内 容 提要 


1.7.1 定义 设 (Xi,T) (i 二 1,2,…n) 为 n 个 拓扑 空间 , 则 由 X= | 和 的 子 集 族 多 = 


(|GlY iG e =} 为 拓扑 基 生 成 的 允 上 的 拓扑 叫做 X 的 积 拓扑 ,(X,r》 就 叫 上 述 个 空 


间 的 积 空 间 . 

1.7,2 定理 设 (X,r) 为 n 个 拓扑 空间 CX,,t) (1 二 1,2,…,n) 的 积 空间 ,p; : XXX 为 投 
影 , 则 站 的 子 集 族 ={p7 (UDIY i,U,ET) 为 X 的 招 扑 7 的 子 基 . 

由 积 空 间 X 到 每 个 因子 空间 X; 的 投影 p; 是 连续 的 满 的 开 映 射 , 且 积 拓扑 + 是 使 每 个 
投影 都 连续 的 最 小 拓扑 . 

度量 空间 族 {(X, ,2)) -的 积 度 量 诱 导 的 拓扑 等 于 积 拓扑 . 


解 有 关 积 空间 的 问题 ,主要 的 是 要 善于 利用 积 拓扑 定义 中 的 拓扑 基 ( 也 叫 定 义 基 ) 以 及 
投影 是 连续 的 开 上 映射 这 个 性 质 . 要 注意 积 空间 中 的 子 集 ( 不 管 是 开 集 , 闲 集 或 其 它 形式 的 子 
集 ) 未 必 能 写成 因子 空间 的 子 集 之 积 的 形式 . 所 以 涉及 到 开 集 和 点 的 邻 域 时 ,往往 要 利用 定 
义 基 转化 为 因子 空间 子 集 之 积 的 形式 来 处 理 较 为 方便 , 

1.7.1 设 XXY 为 多 与 Y 的 积 空 间 ,ACX,BCY. 证 明 

(1) AxB=AxE. 

(2) (AXB)’=AXxB. 

(3) Bd(AXB)=((BdA) XB)U (Ax BdB). 

证 注意 应 用 积 空间 的 定义 基 . 

(1) (x,yEAXB 

SYUE SD MRVE ry AN, UxXVINCAXB)G. 
SVUE-TNT) Nr UNAGHAVY VE TY(y) fr, VN BAG 
SrEARH vyEB 


一 59 -一 一 


(ry EAxXB. 

(2) (x,y;€E (AXB)° 
SIUEN Tr MR VEN Yr s.t. UXVCAXB 
‘IUEAMY Tr Sst. UCA IVENY) ry s.t. VECB 


CrEAB yEBOCl(r,y EAxXE. 
(3)” 设 (rx,y)EBd(AXB), 则 UENyCDNr MRVENY YY, 
‘UxVW NAxBGHUVU XV NGAxX BY. 
所 以 (x,y)E AXB=AXB, 即 x€A, y€E B. 下 面 再 证 +EBdA4 或 y€E BdB， 
假若 x&BdA 且 y&BdB, 则 
VE-YxGr)firxst UNA=G 或 UNBA=B 有 EH 
.VENy(Y) ry st. VNB=G 或 VN ZB=Y. 
又 已 证 UN 们 4 隆 刻 ,V 门 B 了 如, 故 必 有 U 站 ZwA 一 CB 有 VN 站 B=G. 从 而 
(UXxXWNMN(GGA) XY UX x ZB)=G 
由 于 | 
F(A XB)= ((GA) XY)U (Xx FB), 
故 
(UxV)N EAX B)= .8， 
与 (7,y)E Ba(4XB) 予 盾 . 所 以 zxEBdA 或 y€ PBdB. 再 与 EA 且 yEB 结 合 起 来 就 有 
(z,y) € ((BdA) x B) U (A x BdB). 
反 过 来 ,车 (zx,y)E€ (BdA)XB. 则 VY UEANxCz)NNry MRVENY(YW NY UNAAG, 
UNZAAGHVNBKG. 于 是 
(Ux INAXBAzZGEU XW NGA XT) AY, 
从 而 
(UxXV)(AxBAGEUVU XW NGA BY. 
所 以 
(zx,y) € Bd(A x B). 
车 (x,y)€E AXBdB, 同 理 可 证 (xz,y) EBd(AXB). 
综 上 可 知 (3) 成 立 ， | 口 
注 请 考虑 (3) 的 第 一 部 分 的 证 明 中 ,为 什么 在 证 zx€E BdA 或 y€E BdB 时 ,用 反 证 法 ,而 
不 是 从 上 一 步 直接 往 下 推 (参见 B1. 2. 15，B1. 2. 17). 
1.7.2 设 三 XXY-Z,p:XXY-y 均 连续 ,证 明 ， 
8 XXXY 一 2Z， 
‘ry FegCzyy) 一 zyy)) 
也 连续 ,其 中 SCz,3) 一 SCzy)) zy) zyp(zyy)) 类 似 ,XXY 为 积 空间 .( 以 后 除 特 


别 申明 外 ,已 知 X,( = 1,2,°.,n) 为 拓扑 空间 , 则 ] |X， 都 表示 积 空 间 f(xy, T,)) 都 省 
写 为 f(z sz)). - 


证 [法 一 ] VY (rz,y)EXXY 以 及 WENy(g(z,y)) 二 ANYy(f(z,q(xsy))). 由 ff 的 


连续 性 3 CE-ArGz)nr 以 及 TEAYyCPzyy)) 门 nm st XY)CW( 注 这 里 就 利 
用 了 定义 基 , 取 由 定义 基 的 元 Ul XY 构成 的 (zzyy) 的 邻 域 ). 再 由 p 的 连续 性 ， 对 于 
pxzyy) 的 邻 域 V, 又 3 UEAx(r) 站 rxyJGE ANYy(9) ry st. XU XG)CV. 

取 U=UNMUs;, 则 UXGENyxy(lr,y)) EY (x YEUXC 有 KXx',y )EV ,从 而 
f(r Gr yy ))EW, 故 gC(UVXG)CW. 所 以 g 连续 . 

[法 二 」 由 8 的 定义 联想 到 微 积分 中 的 复合 函数 ,g 也 应 该 是 一 一 种 复合 映射 ， 但 根据 复 
合 映 射 的 定义 却 不 能 直接 表示 成 f 与 9 的 复合 . 实际 上 我 们 只 要 定义 一 个 新 的 映射 
h: 针 XY 一 XXY 作 桥 梁 就 可 以 了 . 令 i 1 

h(xrzsy) 一 (rz y)》 (VY (ry)EXX 7)， 

则 gg 二 Jf。h. 而 Ph 二 pi,pzh 二 9 其 中 户 : XXY 一 Xpz :XXXY 一 站 均 为 投影 ,由 于 雇 h， 
pzh 均 连 续 , 将 由 Bi.7.9 知 大 连续, 从 而 g 连续 日 

注 到 第 三 章 会 发 现 用 网 的 收 敏 性 来 证 更 为 简便 ， 

1.7.3 设 以 是 积 空间 天 XXX 的 开 子 集 , 视 U 为 XX 中 的 关系 ,证 明 ， 

(1) UT ' 也 是 外 XX 0. 

(2) VY x EX,U[zx)={yEXI(r,y) EU,) 是 入 的 开 集 . 

证 (1) 设 (zy)EU: 则 (zyEU, 故 3 G ,CrEry st. (zyEGIXGICU. 于 是 
(Ty)EGoXG1CU ;所 以 U 也 是 天 的 开 集 ， 

(2) 设 yEU[zj; 则 《x,y) EU 故 3 G ,GErx s.t. 

| (TY EG XG CCU. 
因 Y zEG2, 《rz)EGIXGsCU, 故 zEUL[zxj. 于 是 
yE C: CULzx]. : . 

这 就 表明 L/[zj] 是 和 的 开 集 . : 口 

1.7.4 证明 RXxR 的 字典 序 之 下 的 序 拓 扑 ( 记 为 r*) 与 RX 到 的 积 拓扑 ( 记 为 z) 二 者 
相同 ,其 中 了 R, 是 及 取 离 散 拓扑 ， 

证 设 CEtr ,xz=(roz)EC, 则 了 yzERXR，s.t. yr). 其 中 
(y,z) 表 示 中 XR 在 字典 序 下 的 区 间 . 不 妨 假设 | 人 

y =x), z= (X12s), 
于 是 
y2 < XZ, 
(yz) = {ri} XK (yrs), 

其 中 (yz*) 是 有 的 区 间 ， 

由 于 (x) iX (ya) Er, 故 GEr, 于 是 

tr” Cr 
反 过 来 , 设 CEr'z= (zi,z1) EG, 则 1 
jd (cd) 全 Rst. rE {rr} xcdyCC， 


{7 X (c,d) = (X13C) , (rT1 ,dd )), 


其 中 右 端 为 RRXR 在 字典 序 下 的 区 间 , 所 以 

. YY 一 (Ti)E (rcid)) CG. 
故 CEr” , 即 rCr”. 国 

1.7.5 证 明 存 在 RXR 上 的 度量 2 使 由 4p 诱导 的 拓扑 等 于 RXR 的 字典 序 拓扑 . 

证 由 上 题 已 知 (:RXR,r')= 二 Ry,XEl!. 今 

d:RXR>R 为 d(x,,7:) = We 
0 X= 7. 
PP:(RxXR)xX(RXxR)—>R 为 
Pr yy)) = max{td (ri,y) ,|X ~— y2|) 

由 B1. 6.1 的 注 Pp 等 价 于 Rs 与 巨 的 积 度量 , 故 6 诱导 的 拓扑 就 是 积 拓 扑 . 即 Ro。xE' 的 所 
扑 , 也 即 RXR 字典 序 拓扑 工 ”. 由 定义 直接 验证 也 可 得 P 雍 导 的 拓扑 r= r (rr 意义 如 
上 题 ). | 口 

1.7.6 设 工 为 RXR 中 的 一 条 直线 , 试 描述 工 作为 积 空间 RsXE' 的 子 空间 与 作为 及 、 
XxRs 的 子 空间 时 的 拓扑 ,其 中 Rs 为 Sorgenfrey 直线 . 

解 (1) 作为 RsXE' 的 子 空间 : 

(i) 当 工 与 y 轴 平 行 时 ,每 个 矩形 [a,6)X (ec,Q) 与 工 之 交 车 非 空 , 则 为 工 的 开 区 间 , 且 工 
的 每 个 开 区 间 也 总 能 表示 成 某 个 矩形 [a,6)X (ce,qd) 与 世 之 交 . 所 以 此 时 工 的 拓扑 就 是 通常 
的 拓扑 . 

、 (ii) 当 工 与 x+ 轴 平行 时 ,与 (i) 类 似 地 考虑 ,可 知 此 时 工 的 拓扑 是 右 半 开 区 间 拓 扑 。 

(iii) 当 工 不 与 坐标 轴 平 行 时 ,每 个 矩形 [a,5)X (esqd) 与 工 之 交 若非 空 , 则 或 为 开 区 间 
或 为 右 半 开 区 间 ,而 开 区 间 可 表示 为 在 半 开 区 间 族 的 并 ,所 以 此 时 工 的 拓扑 也 是 右 半 开 区 
间 拓 扑 . 

(2) 作为 他 :XRs 的 子 空间 

() 工 与 坐标 轴 平 行 时 , 工 的 拓扑 是 右 半 开 区 治 拓 扑 ， i 

kiy 工 不 与 坐标 轴 平 行 且 任 率 太 于 0 竺 ,L 的 拓扑 也 蚌 右 半 开 区 间 拓 扑 . 

(iii) 苑 不 与 坐标 连 平 行 且 斜率 小 于 0 时 ,上 的 拓扑 是 离散 据 扑 ,因为 每 一 点 总 是 某 个 半 
开 和 矩形 [a.,6) XX[c,d) 的 顶点 . . 癌 

1.7.7 设 (X,p)? 为 度量 空间 ,证 明 X 的 度量 拓扑 zt 是 使 积 空间 XxX 上 的 映射 p: XX 
XX-~~ 匹 为 连续 的 最 小 拓扑 . 

证 我 们 已 知 在 X 上 取 度 量 拓扑 r, 时,p 是 积 空间 外 XXX 上 的 连续 了 西数 , 现 假定 t+ 也 
是 X 的 拓扑 ,并 且 作为 定义 在 积 空间 (X,o?X(X,o) 上 的 映射 也 连续 . 我 们 要 证 "Cr. 
显然 只 需 证 明 r, 的 每 个 基 元 B,(x,e) Er. 

我 们 先 作 一 番 分 析 : 为 了 要 利用 p 的 连续 性 ,就 要 设法 把 X 的 球形 邻 域 B,C(r,e) 店 入 到 
积 空间 中 ,容易 看 到 当 XX 取 定 一 个 拓扑 后 , {x}XX 与 和 XX 是 同 胚 的 ,所 以 把 BCz,e) 嵌 人 到 
积 空 间 就 应 是 {zx}XB,(zye), 其 中 每 一 点 (x,y) 都 满足 条 件 p(x,y) 二 se, 于 是 我 们 想到 要 验 
证 下 述 等 式 


{xr} XxX Bz) = po "(L020) NN (rr) x X). 


这 就 留 给 读者 自行 验证 . 
现在 ,由 于 p: (X,ryX(X,r) 一 已 也 连续 ,所 以 p ”([0,e)) 开 于 (X,r)X《X,r). 于 是 
由 上 述 等 式 可 知 {x}X B(xr,e) 开 于 《XX,r)X《X,r) 的 子 空间 {x}XXX, 而 投影 


p:: {x}X XX—X， (ry hy 
是 {x i XX( 作 为 (X,r) 与 (X,r) 梯 积 的 子 空间 ) 到 (X,r) 的 开 贞 射 (事实 上 是 同 且 )， 所 以 
B(x,e) 开 于 CX,7), 即 BCrye)Er, 从 而 rCr. 口 ] 


注 这 道 题 初 看 起 来 很 难 , 不 知 从 何 下 手 ， 但 通过 认真 分 析 以 后 ， 方法 也 就 自然 明朗 
了 . 所 以 在 解 题 之 前 先 作 一 番 分 析 , 有 助 于 化 难为 易 . 

1.7.8 设 三 :已 一天 (>7) 为 线性 映射 . 证 明 : 如 果 为 满 射 , 则 下 为 开 上 映射. 

证 设 了 在 标准 基 之 下 的 矩阵 为 

4 一 (ai = (A,A,), 

其 中 4=(a cjcwm 因为 满 射 , 故 rank 4 二 m, 不 妨 假定 det4i 天 0, 尼 = 本 六 本 ,一 ?一 
m. 现在 只 需 证 明 对 于 E” 中 任 一 开 集 以 及 轧 中 任 一 开 集 V，f(UXV) 是 中 的 开 
集 .无 ", 严 中 点 的 坐标 表示 ,我 们 采用 列 向 量 形式 ， 

任 取 

wo = /xy) = Mxo tt Asyo €E f(U XV), 
由 于 detA41 关 0, 故 由 4, 确定 的 线性 映射 是 同 胚 ,其 逆 记 为 
g: Ep”, urg(u) oA! 加 
由 于 Alix。 二 0 So ze" 于 是 对 于 Xo 的 邻 域 U, 存在 : tho 一 Azyo 的 邻 域 G 
使 . ， 加 
g(G) CU. 
再 定义 映射 如 下 . 
RR: E*XFE>E”, (wy rw Ajy.” 
显然 下 连续 ,于 是 对 于 Fltwos yo) = Azys 的 邻 域 G, 存 在 ww 在 E”. 中 的 邻 基 W 以 及 yo 

在 中 的 邻 域 VoCV 使 FWXVODCG. 

现在 V wEWW 以 及 yEVo， : 1 + 
FQ yw AYyEG, 1 
gw — Ay) EU. 
令 z==g(w— Asy) EE”, 则 一 i 


flr,y)= 4 = Aix + Azy 


=g (7 Ay=w— Ay Asy 
一 WwW. | 


所 以 


wEfU x VY)CFU x TV). 
从 而 : 


wo EWCfU xV). 


即 A(U XV) 的 每 一 点 wo 都 是 内 点 , 故 f(UXV) 是 E” 的 开 集 ,从 而 f 是 开 映 射 . DD 
注 ”这 一 结果 是 线性 泛 孔 分 析 中 一 个 重要 定理 , 即 所 谓 开 上 映射 定理 的 特例 . 


(二 ) 常 见 错 误 分 析 


1.7.9 设 (Y),t)G==1,2) 为 拓扑 空间 ,Y=Y,XY, 为 积 空 间 . 证 明了: 多 >Y 连续 后 广 
一 户 。 ff: X>Y;(i 二 1,2) 都 连续 ,其 中 p; : 了 1 XY,->Y; 为 投影 ， 

一 个 病态 的 证 明 ( 充 分 性 部 分 ); 

V rEX 及 VEANV(f(z) 门 ty, 因 f(r)EV. 故 . 

fx) Pfr EE PV), flz) = pf (x) € plV). 
Pi 为 开 映 射 , 故 
PV)E Ny fx), pV) € Ny (fal7)). 
因 p;f 连续 , 故 . : 
-IU UE Nx) st UNITCpV), i= 1,2. 
于 是 对 U=U 站 UVU;E N(x) 有 
GO) = fA FAV CT pV), pV) =V. 
(或 写成 f(U) = fi(U) X fi(U) CP(V) Xx plV) = V). 

所 以 了 连续， 

请 分 析 这 个 证 明 错 在 何 处 . 

分 析 (1) 记号 Cp1(V) ,pzCV)),《 记 (D0) ,PCU)) 不 要 ,严格 地 讲 ， 它 表示 空 ( 了 )) 
Xx 多 (Y,) 的 元 素 . 这 当然 不 是 本 质 的 , 你 也 可 以 约定 它 就 表示 集合 乘积 的 形式 p,(V) Xx 
pz(V) ,A 有 CU)Xf.(U). 一般 不 这 人 么 做 ， 

(2) 实质 性 的 问题 是 了 ,XY, 的 子 集 并 非 都 是 乘积 形式 的 .一般 地 f(U) 关 pf(U)x 
思 2 (7) ,直觉 上 从 币 卡 儿 和 平面 .RX 有 来 看 一 个 图形 区 域 就 不 能 表示 成 集合 乘积 的 形式 ,只 
有 和 矩形 区 域 才能 表示 成 集合 乘积 的 形式 .一般 地 A(U)CPpACU)X psf(U). 同样 地 V 关 
PV)XpzV), 而 是 VCpi(V) Xx pelV). 正 因为 如 此 就 不 能 断定 f(U)CV 了 . 

解决 这 个 问题 的 “灵丹妙药 ”就 是 将 一 般 的 开 邻 域 V 换 成 定义 基 中 包含 f(x) 的 成 员 , 因 
为 根据 拓扑 基 的 定义 ,一 定 有 定义 基 中 包含 F(z) 的 成 员 被 六 包含 . 现 将 正确 证 明 完 整地 领 
述 如 下 

“之 ” 是 显然 的 ,因为 p;(i=1,2) 都 连续 . 

“< 二” [法 一 ] VEX 以 及 YE-TCGz)) GEnG=12) st, f(T) EG XGiC 
V. 则 GEAY (fi(x)),i=1,2. 由 于 所 i 均 连 续 , 帮 3 Ui,UsE Nyx) st fi(UD) CG;, i=1， 
2. 则 UNUEAN(zx) 且 

FUN UIC AD x pf VU,) = fi(U1) X felU,) 
CG XG CT. 

所 以 了 连续 . 

[法 二 ] 对 了 的 定义 基 中 任 一 成 员 GC XC: ,其 中 CrEn, 一 1，,2. 

广 :G XG) = FG XY) f (YX G2)) 
64— 


= f° (pr (G1) f) pi (G3)) 
= fF! .pr (GD) Nf! pi'(G,) 
= (加 -GD 站 (pf) 1G) € ry. 
所 以 f 连续 . | ， 
[法 三 ] 对 于 了 的 任 一 子 基 成 员 户 !(G) ,其 中 CErnt 一 1 或 :一 2. 
fp (GN)) = (应 门 -GD) € rx. 
所 以 f 连续 . [] 
注 利用 数学 归纳 法 可 将 Y 推广 为 2 个 因子 空间 乘积 的 形式 . 到 第 六 章 还 将 推广 到 任 
意 多 个 因子 空间 乘积 的 形式 . B1. 6. 2 是 本 题 的 特例 ， 


C 练习 题 


1.7.1 证 明 Y xEXX, 积 空间 XXY 的 子 空间 ix}xXY 与 了 同 胚 . 

1.7.2 设 儿 ,,.B, 分 别 为 (XX,rx),(Y,ry) 的 基 ,591,57, 分 别 为 它们 的 子 基 . 证 明 

.到 三 {B, xX 局: |B, € %1,B; € VB,} 
, T= (SX SS E SS E 2 
分 别 为 XXY 的 基 与 子 基 . 
1.7.3 设 X,,Y; 都 是 拓扑 空间 ,f; : X->Y,(i 二 1,2), 定 义 
9: XXKX YXY,, 
| riz Ir ra) = fi (x1) ,fore)). 
也 可 写成 9 一 户 X 户 .证 明 : 如 果 广 , 记 都 连续 , 则 9 也 连续 . 
1.7.4 :Xe=Y ,定义 
p: KXxY, xhr(r, f(x)). 
证 明 ?为 符 和 人 今 上 连续 ， 

注 ”事实 上 ,p(X) 就 是 映射 的 图 集 , 本 题 的 结论 表明 定义 空间 与 一 个 连续 映射 的 图 
集 是 同 胚 的 . 因此 , 当 XCE',Y=E""'! 一 所 XE 时 ,车 :Xr+!' 连 续 , 则 义 同 胚 于 末 二 1 
中 由 多 元 连续 函数 ( 指 单 值 函数 ?和 了 定义 的 超 曲面 ,特别 地 ,n 一 1 时 ,XX 同 胚 于 平面 曲线 y= 
f(x), 此 即 Bl1. 6.14,n 二 2 时 ,X 同 胚 于 空间 曲面 z=f(x,y). 

1.7.5 证 明 XXX 的 对 角 线 ix 一 {(z,z)|zEX) 是 积 空间 XXX 的 开 集 今 和 是 离散 
空间 ， 

1.7.6 证 明 

(1) 积 空间 XXY 第 一 (二 ) 可 数 兮 X 与 了 都 第 一 (二 ) 可 数 . 

(2) 积 空间 和 XXY 可 分 尼 X 与 Y 都 可 分 . 

1.7.7 试 比 较 [0,1]x[0,1] 的 积 拓扑 ( 记 作 二 ) ,字典 序 拓扑 ( 记 作 zz'), 以 及 [0,1]sx 
[0,1] 的 积 拓 扑 ( 记 作 ”). 其 中 [0,1] 的 拓扑 为 通常 拓扑 ,[0,1], 的 拓扑 为 离散 拓扑 . 


3 2.1 连通 空间 


A 内 容 提要 


2.1.1 定 义 设 4,B 是 空间 义 的 一 对 非 空 的 ,不 相交 的 开 集 ,年关 =4UB, 则 说 {A4， 
B} 是 基 的 一 个 分 解 . 若 义 不 存在 这 种 分 解 就 说 及 是 连通 的 ;车 基 的 子 集 4 作为 子 空间 是 
连通 的 , 则 说 4 为 多 的 连通 子 集 ;X 的 极 大 的 连通 子 集 叫 XX 的 连通 分 支 ， 

2. 1.2 定理 下 述 条 件 都 等 价 ， 

(1) 和 连通 . 

(2) 不 存在 由 XX 到 离散 空间 {0,1} 的 连续 满 射 ( 即 任 一 连续 映射 f: X 一 0,1} 都 是 常 
值 的 )， 

(3) 和 不 存在 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 ， 

(4) 不 能 表示 成 一 对 非 空 的 不 相交 的 闭 集 之 并 . 

2.1.3 定 理 设 C 为 X 的 连通 子 集 ,CCACC, 则 A 连通. 

设 4,4:(CAE 4) 都 是 拓扑 空间 站 的 连通 子 集 , 且 V AE4, 4 4 夫子, 则 S=AU(U A 
也 连通 . 

2.1.4 定理 空间 XX 的 连通 性 能 被 连续 映射 保持 . 

2. 1.5( 介 值 定理 ) 设 义 连 道 ,f : X 一 EE! 连续 ,7,yEX, 如 果 f(r) 二 f(y). 那么 VY cE 
| (f(r), f(y)) 3 zERX Ss.t. f(z)=e. 

2.1.6 定理 X 的 任 一 连通 子 集 总 包含 在 某 个 连通 分 支 肉 ;和 X 总 可 表示 成 一 些 连通 分 
支 的 并 ,X 的 任意 两 个 不 同 的 连通 分 支 不 相交 ; 的 每 个 连通 分 支 都 是 闭 子 集 . 

例 E' 的 任 一 区 间 , 贺 周 51, 户 ,EE 一 {0}) 等 都 连通 ， 


B 例题 


连通 空间 ,简单 地 讲 , 它 是 一 个 “ 整 块 ”, 不 能 用 不 相交 的 开 集 分 割 成 两 块 或 更 多 块 . 这 
种 粗糙 的 直觉 性 的 观点 ,在 解 题 过 程 中 能 启发 我 们 的 思考 ,精确 地 就 是 要 掌握 连通 性 的 等 价 


条 件 ( 包 括 A2.1.2 定 理 中 的 条 件 以 及 B2. 1.1 给 出 的 条 件 ). 因为 这 些 条 件 都 是 用 和 否定 语 
气 陈述 的 . 所 以 常常 使 用 反 证 法 解 题 ,在 涉及 连通 子 集 时 ,B2. 1. 1 的 条 件 使 用 起 来 往往 比 
较 方便 . 因为 它 可 以 避 开 子 空 间 拓 扑 带 来 的 麻烦 ,直接 采用 原始 空间 的 拓扑 来 刻 划 . 

2.1.1 证 明 空 间 X 的 子 集 C 连通 SGC 不 是 XX 的 一 对 非 空 的 相互 隔离 的 子 集 之 并 ， 

证 “<” 设 C 有 分 解 {4,B}, 则 Cl.A=A,Ck=B. 记 Clx4=A,Cl:B=B. 

(‘ANBUANB= ANCNBU ANCNDE) 
= (CLANMNBDUANCB)S=ANBG= YS. 

所 以 ,4,B 就 是 XX 的 一 对 非 空 的 隔离 子 集 , 且 C=AUB. 

“一” 设 C 是 一 对 非 空 隔离 子 集 4,B 之 并 . 由 于 4A 门 B==2, 故 

CA=ANMNMC=(ANAUCGANB=A 

即 4 闭 于 C, 同 理 B 闭 于 C, 故 C 不 连通 ， 口 

注 ” 这 道 题 表明 X 的 子 集 C 的 连通 性 ,可 以 直接 由 XX 的 拓扑 完全 确定 . 当 C=X 时 ， 
就 得 苹 连 通 的 又 一 等 价 条 件 . 

2.1.2 设 C 为 XX 的 连通 子 集 ,4,B 为 头 的 一 对 非 空 的 隔离 子 集 . 证 明 ; 如 果 CCAU 
8, 那 么 CCA 或 CCB. 

证 车 C 门 4 关 人 G 且 CN 站 B 关 放 , 由 于 

C= CNA)U CNEB), 
CHANCNB CANB= 和， 
同 理 ， 
‘CNANTNEB) = YY, 
故 C 站 4 与 Cn 就 是 X 的 一 对 非 空 的 隔离 子 集 , 从 而 C 不 连通 . 所 以 有 C 人 站 4 二 名 或 CN 站 
8 一 好 , 即 
CCB 或 CC 4. 口 

注 ”由 B2.1,1 的 证 明 过 程 可 知 本 题 的 结论 对 {A,B} 是 义 的 一 个 分 解 也 成 立 . 

2.1.3 设 C 为 外 的 非 空 子 集 ,如果 V x,yEC 存在 XX 的 连通 子 集 C,,, 使 {x,y}CCC,， 
CC, 则 C 连通 . 

证 取 定 a€C, 则 a€ 间 C 且 C={a}U(YC..i), 故 由 A2.1.3 知 C 连 通 . 口 

注 本题 的 结果 常常 是 很 有 用 的 . 除了 利用 连通 性 的 等 价 条 件 (A2.1.3(1) 一 (4) 及 
B2. 1. 1) 证 明 XX 的 子 集 C 的 连通 性 外 ,其 它 方法 还 有 : 

(1) 构造 一 个 连通 子 集 4 使 ACCCA, 特 别 地 使 C=A. 

(2) 取 xwEC, 设 C, 为 包含 x 的 连通 分 支 ,证 明 C=C,. 或 直接 利用 B2.1.3 的 结果 . 

(3) 证 明 C 等 于 一 族 连通 子 集 的 并 : 

C=UYC, 

其 中 {Cai}e 4 或 两 两 相交 ,或 有 公共 点 ,或 每 个 C; 都 与 某 个 固定 的 C 相交 . {Che 两 两 相 
交 , 就 能 用 B2. 1. 3 的 结果 得 C 连通 . 

(4) 证 明 C 与 某 已 知 连 通 空间 同 胚 或 是 已 知 的 连通 空间 在 连续 映射 下 的 像 . 

2.1.4 设 {41)ie 4s 为 XX 的 连通 子 集 族 ,证 明 : 如 果 V ApLEA 了 NEAs.t、 AI 一人， 
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一 上 县 Y i 二 1,2,…,n 一 1， A 与 4, 不 是 隔离 的 . 那么 C= UA 是 X 的 连通 子 集 . 

证 Y Tx,y€EC, 若 3 EA S。t。 {zyyjC-4，, 则 取 C., 一 4 ,车 TEA,yE A,, 则 3 A 二 
一 st Yi 一 1)2 一 1， 4 与 4 不 是 隔离 的 . 于 是 A U4; ,连通 
(C2.1. 5), 由 此 可 得 品 4, 连 通 ,此 时 取 C,, 一 A. 于 是 由 B2.1.3 得 C 连通 . 口 

2.1.5 设 C 为 和 的 连通 子 集 ,4CX. 证 明 : 如 果 CNA 关 BB 且 CN (多 4) 隆 名 , 则 CN 
Bd4 天 他. 

证 车 CMB4A= 名 , 则 (CNANM CN 多 A)=B. 又 因 CNA#C ,CN 站 A ,(CNN 
4)UCCMS4)=C, 则 与 C 的 连通 性 矛盾 . 所 以 C 站 BdA#2. 口 

2.1.6 设 SCX, 证 明 : 5 不 连通 的 充 要 条 件 是 3 4,BE(X) 一 {2B} st SCAU 
B,ANMB=82, 有 8 ANSALG ,BNMSALG. 

证 [法 一 ] “一 ” 由 B2.1.1, 存在 的 一 对 非 空 的 隔离 子 集 4,B 使 S=A4UB, 则 
SCAUEB. 

现 证 A 站 B= 名 ,着 有 xEANMmB, 由 ANmB=B=ANB 得 z+&AUB=5, 与 EANMNBC 
AUB=5 蔬 盾 . 所 以 A 站 B=2. 

再 证 A 站 SB ,BS 关 2. 

由 xxE 本 知 zx 拉 ,但 zxE4CS=4UB, 故 zE4, 即 得 4=4, 同 理 B=B. 

假定 A4NS= 儿 , 则 由 S=(4NnS)UBNMNsS)=BNM5 知 SCB, 所 以 5CB=B, 于 是 A= 
好 ,矛盾 . 从 而 A 们 S 关 多 , 同 理 B 门 S 关 2. 

“<” 令 C=5 门 A, D=5NmB. 则 C,D 闭 于 5, 且 

CUD=SNCGAUB)=5, 
CoOSNAzZG, DOSNB#AYG, 
CcND=SN(A)NB)= Y, 

于 是 {C,D) 是 5 的 一 个 分 解 , 与 5 的 连通 性 矛盾. 

[法 二 ] “=>” 设 {4,B) 是 子 空间 5 的 一 个 分 解 , 则 A,B 非 空 , 闭 于 5, 从 而 也 闭 于 
X. 5=AUB,ANB= 名 ,于 是 | 

SCAUB,ANB=ANB=Y%. 
与 [法 一 ] 同 样 地 可 证 ANS 关 ,BN 站 5S 关 2. 

“<=” 同 [法 一 ]. D 

2.1.7 设 A 为 所 的 可 数 子 集 , 证 明志 一 4 是 的 连通 子 集 ( 此 处 nn 之 2)， 

证 [法 一 ] 设 A={ai),en; 不 妨 假定 OA,Y xzEE2', 令 工 二 {Ar|2 之 0}. 于 是 .是 EE 
的 连通 子 集 ,这 是 因为 对 每 个 固定 的 x 可 令 

9.:[0 ,十 co) 一 玉 ，4h>Ar， 
则 9 连续 , 且 志 一 中 ([0, 十 co)), 所 以 工 -连通 ,， 令 


A=L—10},B8=E"—UA. 
则 8 可 表示 成 8= UL, 由 于 OE 们 二 . 帮 B 连 通 ， 
下 证 一 .只 需 证 U ACB 
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任 取 zE Ub, 考虑 C. 一 {yE "| jy = 上 zx ). 设 BCzr,e) 为 x 的 任 一 球形 邻 域 ,由 于 
z 尖 O, 则 当 e<21 zj 时 ,BCzye) 站 Cs 不 可 数 ,而 B(x,e) 门 C; 与 射线 集 {L, | yE€ BCx,e) 站 
C,) 是 一 一 对 应 应 的, 所 以 3 yE BCze 站 Cr st 位 (Le1iEN} ,从 而 y& 册 4, 即 yE B, 这 


表明 B(z,e) 几 BY ,所 以 zEB, 这 就 证 明了 UU ACB, 故 B= 二". 于 是 便 有 
BCE—ACEh. 
从 而 户 一 4 连通 . 
[法 二 ] 令 B= 二 R 一 p;(A),pi 为 第 i 个 投影 ,i==1,2,…,n.Y bE B;, 令 
SC =R x {6 x R= {nr 7,) | = 6b}, 
则 S,(6)CE" 一 A, 且 5S;(6) 与 Br"' 同 胚 , 故 连 通 , 现 假定 所 一 A 不 连通 , 则 存在 连续 满 射 
fi:EF A-> {0,1) 
其 中 {0,1} 为 离散 空间 ,由 于 Si(b) 连 通 , 故 fs 6 常 值 .再 令 
S =U ,WSC6). 
因为 当 i 关 j 时 ,VY bE Bi,c€E Bj,Si:(b) 门 Sj(c) 关 名 .进而 Y 一 1,2, sn 以 及 5,6 EB,, 任 取 j 
Ki 与 cE€B,; 有 
SD NSAOFG, SE) NSA)O FG 
于 是 fs 是 常 值 的 . 不 妨 假定 (5S) 二 {1), 则 
jrE€Er—Ast.r&SsH fz)= 0. 
任 取 z 的 球形 邻 域 B(x,e), 任 意 取 定 i,p(Bp (xz,e)) 二 (x 一 e,x; 十 e) 是 不 可 数 集 , 而 
pi(4) 可 数 , 故 . 
JbE (rere — pA) CB 
于 是 
Si(b) NN Be (x,e) 天 GY. 
取 yESiO 门 BCrve), 则 f(y)=1, 这 就 表明 对 f(x)=0 在 {0,1}) 中 的 邻 域 {10} 不 存在 zx 在 
已 一 4 中 的 球形 邻 域 B(x,e) 门 (2" 一 A) 能 使 
fl(BeCxe) MN CF — A)) CC {0} 
成 立 . 这 与 了 的 连续 性 矛盾 . 所 以 一 4 连通 . z 口 
2.1.8 设 f: Eli 一 EB! 连续 . 证明 / 是 单调 的 充 要 条 件 为 V yE CE) ，, 广 ((y 门 是 已 
的 连通 子 集 . 若 删 去 f 连续 的 条 件 ,结论 是 否 成 立 ? 给 出 证 明 或 举 反例 . 
证 (1) 设 了 是 连续 的 ,单调 的 ,不 妨 假定 了 不 减 .V yE ED) ,不 妨 假 定 广 :((y 用 
多 于 一 点 . 
若 mi<z* 且 ({(zozjC 广 (C(y))， 则 YaE[Lzz] 有 
y= f(x) Rfa) f(r) = yy. 
从 而 也 有 f(a) 二 y. 所 以 f°'({y)) 是 区 间 . 因此 连通 . 
反之 ,如 果 /连续 上 且 Y yE f(E!'),f/"'({y}) 连 通 , 要 证 单调 . 
Y zzzE 五 ,上 且 zi<xzz. 我 们 首先 证 明 : 
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(x* ) 车 (rj 三 f(72), 则 Y zE(Czriyxz) 总 有 
fr) fz) Sfx). 
当 f(x) 二 (zs) 时 ,由 于 了 '((f(z1))) 是 连通 的 ,从 而 是 包含 7 ,x 的 区 间 , 故 V = 和 
(Crozs) 有 xzEf CAD))). 芭 f(x) 二 f(z) 二 f(xs).( x) 成 立 . 
当 f(r) 之 f(xz) 时 ,假定 3 zE (zzrs) s.t，f(z)< 之 fx), 则 由 介 值 定理 可 知 取 定 yE 
(f(z) rrD) rE CT) st fT)=y. fy) 人 N00,2) 关 2. 
vyECF CD) fC)), 坡 I x E Cex) st fr =y A yDN G+) 
这 与 '({y)) 的 连通 性 矛盾 . 
所 以 V zE (rir) , f(r) Sf (2). 
同 理 可 证 
f(z) < f(x2). 
即 ( x ) 成 立 . 
类 似 地 有 : 
(Xx) 车 f(z) 宇 f (zy); 则 VY zE (xi,ZX;) 总 有 
jz 2 f(z) f(x). 
现 证 是 单调 的 .不妨 假定 f 不 是 常 值 的 . 即 j a,6EE's.t. a<b 且 f(a) 关 f(6). 
车 f(a)< 达 f(b) 我 们 可 证 了 不 减 
vv it 二 ,考虑 rzroad 汪 的 位 置 关 系 有 下 述 6 种 情形 ; (假定 x 过 x2) 


(1) Xr Rab, (ii XARAb, 
Cl) TiSa<Cp<zo， (iv) a< Ti< ro 生 0， 
(VvV) a rb (Vi) a<<br x. 


对 于 (iD 先 由 (x * ) 可 知 f(z) 过 f(6) ,这 是 因为 若 f(z) 之 (5), 则 由 (x x ) f(x) 之 

AD) 宇 1(5) 与 f(a) 达 了 f(5) 芽 盾 . 进而 由 f(x) 之 f(b) 及 (x ) 可 知 
fT) fa) < fo). 
再 次 利用 ( * ) 得 
f(z) 委 fx,), 

对 于 (ii) 一 (Vi) 也 类 似 地 可 得 f(x1) 志 f(x,). 这 就 证 明了 /是 不 减 的 . 

如 果 /(2) 之 /(6), 则 类 似 可 证 是 不 增 的 ,总 之 ,f 是 单调 的 . 

(2) 如 果 删 去 /连续 的 条 件 , 则 命题 的 必要 性 部 分 仍然 成 立 . 因为 上 述 证 明 中 没有 用 
到 了 的 连续 性 条 件 . 而 充分 性 部 分 未 必 成 立 , 有 下 述 反 例 : 

令 f: EE 一 EE! 为 z 


0 TE(— 0o0,0) 
f(y 一 41 rE€ [0,1) 
于 x €[1,+ oo). 
则 VY yE ACE'),fA'({y)) 都 连通 ,但 /不 是 单调 的 . 口 


2.1.9 设 (X,o? 为 多 于 一 点 的 连通 的 度量 空间 ,证 明和 不 可 数 . 
证 对 本 题 先 作 一 盔 分 析 :要 证 X 不 可 数 , 就 要 设法 找到 一 个 不 可 数 集 ,比如 实数 的 某 
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个 非 退 化 的 区 闻 [a, 妇 ,再 构 作 -一 个 满 射 , 即 得 证 . 为 此 就 联想 到 介 值 定理 , 它 正 好 是 说 定义 
在 连通 空间 上 的 连续 函数 ,如果 有 两 个 不 同 的 函数 值 , 那么 它 的 函数 值 必 然 要 充满 -- 个 区 
间 . 所 以 我 们 现在 的 目标 就 转移 到 寻找 一 个 适当 的 连续 函数 ,这 就 促使 我 们 想到 借助 于 度 
其 消 数 . 正式 证 明 如 下 : 

取 定 XEX, 令 :Xz>B ,yrplrx,y). 由 于 Pp: 及 XX>E! 连续 ,所 以 P| wvx 也 连续 ， 
而 疡 : 久 一 (7)XX,y|>h(y) 二 (x7,y) 显 然 连 续 ,所 以 

f=0p| xx°h 
连续 . 又 F(z) 一 hz) 一 poCzz) 一 0, 而 X 多 于 一 点 , 故 3 yEX s.t，y 关 x. 则 
f(y) = ph(y) = p(x,y)>0 
记 c 二 f(y), 据 介 值 定理 就 有 
f(xX) DD [0,e]. 
所 以 XX 不 可 数 . 

注 ” ”如果 利用 积 空间 XXXX 也 连通 的 结果 (C2. 1. 14) ,上述 证 明 可 化 简 如 下 : 因 p:X 
XX>E'! 连续 , 且 至 少 有 xz,y€E 关 使 x 关 y,p 至 少 取 两 个 值 0 与 c= 二 p(x,y) 之 0, 由 介 值 定理 
可 见 o(XXX) 二 [0,c], 故 XXX 不 可 数 ,从 而 和 也 不 可 数 . 

本 题 另 有 一 个 证 明 方 法 如 下 : 

取 x,yE 站 使 + 了 关 y. 令 c= 二 p(x,y) 这 0,Y eE(0,c) 集 

S, = {z€E XIp(r,z) = e}#¥ YG. 
否则 B,(x,e) 既 开 又 闭 , B,(x,e) 为 闭 集 可 见 B1. 2.5 后 的 注 , 读 者 可 自行 验证 . 这 样 就 与 XX 
的 连通 性 发 生 矛 盾 . 从 而 S. 关 名 . 现今 5S= HW Sv zES, 当 zE€5S, 时 ,就 令 f(z)==e, 于 是 
定义 了 一 个 满 射 f: 8S->(0,c). 所 以 SS 不 可 数 , 从 而 总 不 可 数 . 局 

2.1.10 (1) X 中 任 一 既 开 又 闭 的 连通 子 集 都 是 X 的 连通 分 支 . 

(2) 如 果 针 只 有 有 限 个 连通 分 支 ,那么 区 的 每 个 连通 分 支 都 是 既 开 又 财 的 . 举例 说 明 
如 果 和 有 无 限 个 连通 分 支 ,结论 未 必 成 立 . 

证 (1) 设 C 为 和 的 既 开 又 闭 的 连通 子 集 ,4 为 下 的 连通 分 支 且 CCA, 则 CC 在 子 空间 
4 中 也 是 既 开 又 闭 的 . 因 4 连通 且 C 天 必 , 故 必 有 (CC 一 4, 即 C 是 和 的 连通 分 支 ， 

(2) 设 久 =UUCi, 其 中 CV 站 为 X 的 连通 分 支 . 由 于 Y i,C; 闭 于 XX, 从 而 Yj 二 1， 

2,…… on， 岂 Ci 也 闭 于 X, 又 因 不 同 的 连通 分 支 不 相交 , 故 C=ZUC: 开 于 X, 即 C 是 既 开 又 
闭 的 (VY j=1,2,*…,n). » 

当 久 有 无 限 个 连通 分 支 时 ,结论 未 必 成 立 . 例如 闫 二 Q 作为 瑟 的 子 空间 .VY XEQ， 
ZX) 为 连通 分 支 , 但 不 是 Q@ 的 开 子 集 ， 口 

注 在 $2.3 还 将 看 到 当 XX 局 部 连通 时 , 它 的 每 个 连通 分 支 都 是 既 开 又 闭 的 . 

2.1.11 设 h:XX->Y 为 同 胚 映 射 . 证 明 六 的 连通 分 支 C 在 h 下 的 像 4(C) 是 Y 的 连 
通 分 支 ， 

证 首先 h(C) 是 了 的 连通 子 集 . 车 有 了 的 连通 子 集 B 使 iA(C)CB. 例 h'(B) 是 义 的 
包 合 C 的 连通 子 集 , 所 以 h '(B)==C. 从 而 B= 二 h(C). 即 入 (C) 为 Y 的 连通 分 支 . 国 

如 果 我 们 把 空间 中 属于 同一 连通 子 集 的 两 个 点 叫做 等 价 的 ,于 是 就 得 等 价 关 系 . 每 个 
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等 价 类 就 是 一 个 连通 分 支 . 我 们 用 ccz 分 别 表 示 和 ,YY 上 的 这 种 等 价 关系 . 
2.1.12 设 f:X>Y 为 连续 映射 . 令 
p: KX/c>Y/e, clr ef Cr)]. 
其 中 性 [xj,czLf(x)] 分 别 表示 XX 中 以 zz 为 代表 的 等 价 类 及 Y 中 以 f(z) 为 代表 的 等 价 类 ， 
也 就 是 分 别 为 XX 中 包含 z+ 的 连通 分 支 与 Y 中 包含 A(x) 的 连通 分 支 . 验证 这 样 定 义 的 yp 是 
有 意义 的 , 且 当 为 同 胚 时 ,yq 为 一 一 映射 . 
证 设 c[zj=c[xzj; 则 {zyxz}CaLzrij. 于 是 
{f(r) fr))} CCcLz])， 
由 flc[x1j) 连 通 ,是 
fra) E ciLzr]) NN ef (xs)], 


故 
ciLz) TC elf xs)], 
又 
fx) € flafzi)) C eff (xo)]. 
所 以 
cf (x) NN cl f(r) jo. 
从 而 


czLf (x1)] = cL f(x,)]. 

这 就 证 明了 ?的 定义 与 每 个 ci[Lz] 的 代表 元 的 选取 无 关 , 即 2 是 一 意 的 . 完全 确定 了 一 个 
映射 . 

如 果 上 了 是 同 胚 , 则 由 

多: 了 /cs 一 和 /ce ， cylralf (Oy)]. 

确定 的 映射 少 显 然 是 的 道 . 所 以 9 是 一 一 的 . 口 

注 这 道 题 表 明 拓扑 空间 的 连通 分 支 的 基数 是 拓扑 不 变量 . 另外 ,我 们 称 z 为 X 的 割 
点 当 且 仅 当 尺 一 tx} 不 连通 ,容易 证 明 拓 扑 空 间 的 割 点 数 也 是 拓扑 不 变量 . 它们 常 可 用 来 否 
定 拓扑 空间 之 间 的 同 胚 关系 . 

”2.1.13 证 明 声 (n 之 2) 与 E 的 任何 子 集 都 不 同 胚 .EE"(n 宇 2) 与 S' 的 任何 子 集 也 不 同 

胚 ， 

证 (1) ”由 B2.1.7 知 声 (n 之 2) 无 制 点 ,车 名 的 子 集 4 与 色 同 胜 , 则 4 连通 , 故 必 
为 区 间 . 显然 4 有 割 点 ,产生 蔬 盾 ,所 以 EF! 的 任何 子 集 都 不 与 所 (n 之 2) 同 胚 . . 

(2) 如果 有 S 的 某 个 真子 集 4 与 抬 同 胚 ,不 妨 假 定 ACS' 一 {40,1)}), 而 S' 一 {(0， 
1)}) 与 E' 同 胚 ,从 而 4 也 同 胚 于 E' 的 某 个 子 集 B, 于 是 扩 就 与 B' 的 子 集 召 同 胚 , 与 (1) 予 
盾 .所 以 产 与 S' 的 任 一 真子 集 都 不 同 胚 

(3) 再 若 玉 (mr 之 2) 与 S 同 胚 , 则 应 一 { 人 (1,0,… ,0)} 与 SI 一 (加 (其 中 心 为 (1.0,，…， 
0) 的 同 胚 像 ) 同 胚 . 而 S' 一 {p} 是 与 E' 同上 胚 的 . 故 有 割 点 ,但 把 一 {(1,0,…,0)} 无 割 点 ,又 
引起 矛盾 . 所 以 扬 (n 衬 2) 与 S' 也 不 同 胚 ， : 口 

2.1.14 设 zx,y 为 X 中 任意 两 点 , 若 久 连通 就 说 x 与 y 等 价 ; 否 则 , 当 对 于 XX 的 任何 


一 个 分 解 (4,B} ,zx 与 ?总 在 这 个 分 解 的 同一 个 集合 时 ( 换 句 话 讲 和 的 任何 一 个 分 解 都 不 能 


把 xz 与 y 拆 开 ), 就 说 工 与 y 等 价 , 这 个 关系 显然 是 及 上 的 等 价 关 系 , 由 此 决定 的 等 价 类 叫 
做 XX 的 一 个 拟 连 通 分 支 . 证 明 ， 
(1) X 连通 拓 和 只 有 一 个 拟 连通 分 支 . 
(2) 包含 点 的 拟 连 通 分 支 恰好 等 于 所 有 包含 户 的 既 开 又 闭 的 子 集 的 交 . 
(3) X 的 每 个 连通 分 支 总 包含 在 某 个 拟 连 通 分 支 内 . 
证 (1) 显然 ， 
(2) 若 和 连通 ,结论 显然 . 现 假定 X 不 连通 ,4 为 包含 p 的 既 开 又 闭 的 真子 集 ,B= 
多 A, 则 {4,B) 是 对 的 一 个 分 解 . 又 设 Q@ 是 包含 p 的 拟 连 通 分 支 ,; 则 QCA,， 所 以 
QCnitCCXIpECC 既 开 又 闭 )}， 
反之 , 若 g€ 门 {CCXIipEC,C 既 开 又 闭 }) , 则 对 和 的 任 一 分 解 (4,B) ,如 果 pE 4, 因 4 既 开 
又 闭 , 故 必 有 gE4, 则 9g 与 p 等 价 , 故 g€EQ, 于 是 
门 {CCXIpEC,C 既 开 又 闭 ;} CQ. 
于 是 (2) 得 证 . 
(3) ” 设 C 为 区 的 连通 分 支 , 任 取 pEC,Q@ 为 包含 pp 的 拟 连 通 分 支 , 我们 证 CCQ. 
任 取 X 中 包含 户 的 既 开 又 闭 的 子 集 4, 因 为 C 连通 ,上 且 CN 站 4 隆 名, 故 必 有 CCA. (C2. 
1.3) 于 是 由 (2) 知 CCQ. 吕 


C 练习 题 


2.1.1 判断 下 列 拓扑 空间 是 否 连 通 : 

(1) X= {1,2,3}), t= {2 ,{1),12,3},X}. 

(2) X={1,2), r={G 1},X}. 

(3) X={1,2,. nn}, t= (CG,A, As, As} (n>1), 
其 中 4A,={1,2,%… 站 ,1 二 1 ,2 sn 

(4) X=N, r= {名 ,Bi,B,,…,B,,…}. 其 中 B,= {nyn 十 1,*…},nEN, 

2.1.2 设 rr' 为 和 的 两 个 拓扑 , 且 (X,r) 连 通 ,如 果 r Cr, 则 (和 X,r* 是否 也 连通 ?如 
果 rCr "又 如 何 ? 给 出 证 明 或 举 反例 . 

2.1.3 设 4 为 生 的 连通 子 集 ,B 为 既 开 又 闭 的 子 集 , 证 明 : 若 4 门 B 夫 好 , 则 ACB. 

2.1.4 设 C 为 区 的 连通 子 集 ,证 明 ; 若 4, 已 为 忒 的 不 相交 的 开 集 ( 闭 集 ) 使 CC4U 
B. 则 CCA 或 CCB. : 

2.1.5 设 Ci,C; 均 为 XX 的 连通 子 集 . 证 明 ; 如 果 Cu,C, 不 是 隔离 的 ,那么 C1UC, 也 连 
通 . 

2.1.6 设 4 为 连通 空间 X 的 真子 集 ,证 明 :车 4 尖 打 , 则 Bd44 天 他 . 

2.1.7 证 明 ， 

(1) E? 中 所 有 至 少 有 一 个 坐标 是 有 理 数 的 点 构成 的 集合 C 连通 . 

(2) E? 中 所 有 第 二 个 坐标 为 有 理 数 的 点 构成 的 集 4 不 连通 . 

2.1.8 在 EE 中 , 令 


DL = {ly = x, x € [0,1)), 
L, = [0,1] x 10}. 
证 明 ;Y 4ACL4,C 一 一 AU (UL) 连通 . 特别 地 , 当 A 二 Z 时 , 称 此 空间 为 团 扫 央 空间 . 
2.1.9 设 有 A 为 S”(n 之 2) 的 可 数 子 集 , 证 明 ;S" 一 A 连通 . 
2.1.10 设 f: "一 E' 连续 ,n 宇 2, 证 明 :E' 中 至 多 有 两 个 点 在 f 下 的 原 像 是 非 空 可 数 
集 ( 将 无 换 成 $ ,结论 仍然 成 立 )， 
2.1.11 设 户 : S'-~S' 连续 且 h。 有 hh 二 idu. 证 明 : 
(1) 天 是 同 胚 . 
(2) 对 任 一 连续 映射: S' 一 名 ,总 存在 zES' 使 f(z) 二 f/f。h(z). 
注 ” 当 定义 为 yY xES1,h(x) 一 一 x 时 ,(2) 的 结果 就 是 一 维 的 Borsuk-Ulam 定理 ,对 
于 高 维 情形 则 需要 代数 拓扑 的 知识 才能 证 明 . 
2.1.12 设 G 为 X 的 连 道 开 集 ,证 明 G 为 子 空间 $ 王 后 (BdC) 的 连通 分 支 . 
2.1.13 设 4 为 和 的 开 子 空间 C 的 连通 分 支 . 证 明 ; 如 果 G 只 有 有 限 个 连通 分 支 , 那 


def 


么 
BdxA C BdxG. 
如 果 删 去 *“G 只 有 有 限 个 连通 分 支 ? 这 一 条 件 ,结论 是 否 仍然 成 立 ? 给 出 证 明 或 举 反 例 . 
2.1.14 证 明 积 空间 兰 xXY 连通 会 X, 了 都 连通 ， 
2.1.15 判断 展 的 子 空间 4=( 了 及 xx!(0)U(C0)XR) 与 匹 : 是 否 间 胚 ? 又 A 与 E: 中 两 
相 切 的 圆周 构成 的 子 空间 (8 字形 空间 ) 是 否 同 胚 ? 


3 2.2 道路 连通 空间 


A 内 容 提要 


2.2.1 定义 设 X,yEX, 如 果 f:[0,1]->XX 连续 ,并 使 (0) 二 +,f(1) 二 y, 则 称 /为 X 
中 连接 x+ 与 y 的 一 条 道路 . 如 果 式 中 任意 两 点 都 有 X 中 一 条 道路 相连 ,就 巴 X 是 道路 连 
通 的 .XX 的 子 集 己 作为 子 空 间 是 道路 连通 的 ,就 岂 书 为 遭 路 连通 子 集 , 忆 的 一 个 极 大 的 道 
路 连通 子 集 叫 道路 连通 分 支 . 

所 的 凸 集 (B1.1. 11), 特 别 地 Fr 本 身 是 道路 连通 的 ， 

2.2.2 定理 ”道路 连 通 空间 必 连 通 , 道 路 连通 性 能 被 连续 映射 保持 . 


B 例题 


(一 ) 


道路 连通 的 条 件 比 连通 性 更 强 , 它 的 直观 性 更 鲜明 . 尽管 有 不 少 结果 在 形式 上 与 连通 
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性 类 似 , 但 毕竟 这 是 两 个 不 同 的 概念 ,彼此 间 有 不 少 差异 . 比如 B2.2.4 的 注 所 揭示 的 . 在 
` 解 题 方法 上 ,关键 是 考察 道路 的 存在 性 问题 ， 关于 几 条 道路 拼接 的 方 法 应 掌握 ， 

2.2.1 证 明 

(1) 如 果 . 芒 道路 连通 , 则 V zyyE 和 以 及 任 一 一 实数 的 区 但 [a,6](a<<)， 存在 三 : [a,6] 
一 区 连续 ,使 f(a)= 二 zx,f(6)=y. 

(2) 如 果 V zyyEX，, 存 在 实数 的 某 个 区 间 [a， 中 Cox<b) 避 及 三 [| 连续 ,使 f(a) 
一 TO) 三 人 多 则 X 道路 连通 . 

证 (1) Vx,y€EX 以 及 [4,6]CR, 首 先 由 道路 连通 的 定义 可 知 ， 8 : [0,1j] 一 X 连续 ， 
s,t, g(0)=x,g(1)=y. 今 


A: Lao] 一 [0,1]， :一 a). 


则 f=gh: [a,5bj~> 关 连续 , 且 
fla) = gh(la) = g(0) = x, f(0) = gh(b) = g(1) 一 小 
(2) VY EX 有 某 个 区 间 [a,8j], 以 及 了 : [a,b]->X 连续 ,使 f(a) 二 x,g(5)=y. 
h: [0,1]—[a,6], zh 一 六 -二 ea: 
则 g= 二 了。h : [0,1j 一 久 连续 , 且 g(0)== 雇 (0) 二 f(a)=zx,g(1)= 所 (1)==f(6)=y. g 是 连 
接 x,y 的 一 条 道路 ,所 以 和 是 道路 连通 的 . 口 
由 这 一 道 题 的 结果 ,5 可 用 任意 的 非 旭 化 的 闭 区 间 [a, 杂 代替 道路 定义 中 的 [0， 1], 从 而 给 
解 题 带 来 很 多 方便 . 
2.2.2 设 {P,)} 六 的 庆 其 连 如 的 了 集散 ， V Ap tA CA Ss.t. =A,h= 
LBYVY i=1,2,.° ,nO—1, P, NP ,天 他 ， 证 明 P= 也 肠 是 X 的 道路 连通 子 集 . 
证 在 取 zyEP， 仿 定 ZE P,yE P,, 则 3 asker .， hjC4s t A=4,h=p 8 PN 
Pp #8. RR EP ND, … 则 存在 
: [0， 1]—P, 连续 ,使 /1(0) 二 xz， fn 
XY i=1,2,,n—2,3 f;,, : [0， 1] ~P， 连 续 ， 使 
fi1(0) = 1, fi1(1) in 
又 存在 f,: [0,1]->P, 连续 ,使 f,(0)==x,_ 1, fi(1) 二 y. YtE[0,1] 令 


(at 0 所 上 二 E: 
f02) ft 1) te 
\ 1 = 2， 3 
则 由 精 合 引 理 可 知 如 上 定义 的 [0 ， =P 连 续 晶 MO 二 。 f(D)= f.(1) 二 y. 所 
以 了 是 己 中 连接 r,y 的 一 条 道路 , 故 PP 道路 连通 . 口 


注 本 题 中 给 出 的 道路 的 拼接 技术 ,特别 是 当 一 2， 3 的 情形 应 部 入 地 掌握 这 不 仅 是 
对 解 有 关 道 路 连通 的 习题 有 好 处 ， 而 且 对 于 学 习 代数 拓扑 中 的 同 伦 论 也 是 有 益 的 . 

如 果 利用 B2. 1.1 的 绪 昌 , 则 可 取 广 如 上 所 述 ,对 ;二 2,3,…,n. 则 3 所 : [一 1 站 >P 
连续 ,使 六 Cr 一 1 一 Ci 万 ( 门 一 六 (其 中 这, 二 y), 令 f: [0， 9 一己 使 站 ,= 万, 一 1,2， 
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7, 由 烙 合 引 理 可 知 了 连续 . 且 /(0) 一 x+， f(n) 一 zx, 一 y. 由 B2.1.1(2) 知 PP 道路 连通 . 在 
这 里 将 f; 拼接 起 来 的 技术 要 简单 得 多 了 . 

2.2.3 设 A4CE? 为 可 数 集 ,证 明 EE 一 4A 是 道路 连通 的 . 

证 设 x,yEE' 一 4A, 不 妨 设 I 关 y,L 为 线段 zy 的 中 垂 线 . 当 xEL 时 ,连接 折线 段 xzy， 
则 当 = 天 ze 时 ,X21y 与 7zzy 只 有 x,y 公共 . 由 于 4 可 数 ,而 折线 段 的 集合 {zzylzE 工 } 不 可 
数 . 因此 一 定 存在 一 条 折线 段 zzoy 不 含 4 的 点 ,这 条 折线 仆 用 连续 映射 表示 出 来 就 得 FF? 一 
4 中 连接 r,y 的 道路 . 具体 地 ,可 令 

fi: [0,1]—E:—A, :hr>(1—i)xtizos 
fi: [01>EF—A, :hr(1—t)ztty. 
定义 了 : [0,1]> 户 一 4A 为 


fi(21) = (1 一 20z 十 2tz 0<it< 去 
f(t) = | 
户 (2 一 1) 一 (2 一 20) 四 十 (2 一 1)7 Fetel. 
则 了 为 一 A 中 连接 zyy 的 道路 . . . 口 
2.2.4 令 - 
KK=( 元 IE N)， 


C 一 do x {0)) U (K x [o,IDUdo } x [0,1])， 
D=C— (0} x (0,1)). p= (0,1) 


C 作为 EF 的 子 空间 叫做 梳子 空间 , 子 空间 D 叫做 缺 
边 梳子 空间 . 证 明 :C 道路 连通 而 DD 连通 却 非 道路 连通 . 

证 C 显然 道路 连通 . 令 p= (0,1), 则 DD 一 {p) 也 道 
路 连通 . 从 而 连通 ,又 Cl.(D 一 {p})==C,D 一 {p}CDPCC,， 
所 以 DD 也 连通 . 下 证 非 道路 连通 . 

假定 f: [0,1] 一 D 是 DD 中 连接 p 与 某 一 点 gq€ DD 一 
{p} 的 道路 . 加 纺 了 112 是 [ox1 的 六 有 0€ 
六 "(Pp)) ,1 外 ({p)). 我 们 再 证 /7'({p)) 也 是 [0,1] 的 
开 集 . 

户 在 中 的 名 埠 V 全 图 2.2.1 
站 (5o， 0 一 他 . 
YY toEF ， U= (i ett+e) NN LO, 1js.t. fACUD)CV. 由 于 上 仍 为 R 的 区 间 , 故 连 
通 ,所 以 few 连通， 

我 们 证 UCf (fp}), 

若 不 然 ,3 i€Us. t. fi Fp. 设 


ft) EVvAN di) x [0,1]) (总 有 这 样 的 ) 


仿 


4 -= /wn {yd (去 ) x [0,1D]， 


B= /AON [py U [Ue x [01D]). 

则 f(DE A, pEB, 即 4,B 均 非 空 . 于 是 易 见 {4,B} 是 A(U) 的 一 pe 本 
性 矛盾 . 所 以 3 VE st UC 1({p)). 这 就 证 明了 广 : Pp}) 开 于 [0,1]. 
了 '({p)) 是 [0,1] 的 一 下 安 的 王 开 又 半 的 真人 0.1] 的 过 通途 民 二 
中 不 存在 连接 p 与 D 一 {p} 中 任何 一 点 的 道路 . 从 而 万 不 是 道路 连通 的 . 口 

注 这 里 不 了 一 个 连通 而 非 道路 连通 的 例子 万 ,更 进一步 说 明了 拓扑 空间 万 的 
道路 连通 分 支 刀 -- {z} 不 是 万 的 闭 集 . 并 且 DD 一 {p} 在 DD 中 的 闭 包 Cls(D~{p)) 二 DD 也 不 
是 道路 连通 的 ,这 表明 连通 与 道路 连通 具有 不 同 的 性 质 . 

2.2.5 令 A={0}x[ 一 1,1], B={(zx,y EF ly=sin 过， 0<z 委 1)，X 一 4UB.X 作 
为 所 的 子 空间 ,叫做 闭 拓 扑 正弦 曲线 . 证 明 X 连通 但 非 道 路 连通 . 

证 B 的 道路 连 性 是 容易 看 到 的 . 事实 上 ,g : (0,1]-=6, zh-(zvsin 二 是 连续 的 请 
射 . (0,1] 是 道路 连通 的 , 故 B 道路 连通 . 由 于 ClxB 一 各, 故 并 连通 . 下 证 和 不 是 道路 连通 
的 ， 

假设 三 : [0,1]-> 和 是 连接 原点 O 与 互 中 某 一 点 p= 《xo,yo) 的 一 条 道路 . 显然 
广 :((9) 是 [0,1] 的 闭 集 . 再 证 广 1({O)) 也 是 [0,1] 的 开 集 ， 

考虑 O 的 邻 域 V=Ba(O, 5) X. V HE (OD), I U0 et te NTo,1] st. 
J (UDCV, 且 AU) 连通 ,我 们 证 VC ({O)). 若 3j 4EU st， 天 OO, 可 设 f (0)= tx,, 
和 ,其 中 对 某 个 固定 的 EN 有 


_1 一 ! 
(37+ (+ Daz| <a< [Br+2r) ， . 


则 令 | 
一 1 
C= (zy € fOr < (r+ (2 十 Da | 


一 1 
D= [ene roe> [Ft et | 


就 有 OEC, f(i)E D,{C,DD} 是 f(U) 的 一 个 分 解 , 其它 情 况 类 似 . 总 之 要 与 /(U) 的 连通 性 
了 矛盾. 所 以 UCF'(({O))， 这 就 证 明了 广 '({O)) 也 是 [0,1] 的 开 集 . 而 广 ， 《4O)) 是 [0,11 
的 非 空 真子 集 , 这 就 与 [0,1] 的 连通 性 矛盾 . 因此 上 述 /是 不 存在 的 .也 就 是 X 不 是 道路 
连通 的 ， | 口 

注 这 里 再 次 看 到 X 的 道路 连通 分 支 B 不 是 义 的 闭 集 、 作 为 六 的 道路 连通 子 集 忆 在 
天 中 的 闭 包 ClxB 二 X 不 是 道路 连通 的 . 

2.2.6 设 X 为 可 数 无 限 集 ,r 为 有 限 补 拓扑 . 证 明 (X,r) 连 通 而 非 道路 连通 

证 由 于 对 的 任意 两 个 非 空 真子 闭 集 F,,F, 都 是 有 限 集 ,所 以 FIUF, 天 XX, 即 X 没有 
分 解 , 故 X 连通 . 


现 设 w,6E X,azcp. 若 存在 连续 映射 
f:[0,1] 习 立 使 f(0) = a, f(1) 一 久 
由 于 Y rzEX, 广 :((z}) 都 闭 于 [0,1], 于 是 [0,1] 可 表示 成 可 数 个 ( 且 至 少 两 个 ) 互 不 相交 的 
非 空 闭 集 之 并 ， 我 们 证 明 这 是 不 可 能 的 . 
首先 ,[0， 1 显然 不 能 表示 成 两 个 以 上 的 有 限 个 互 不 相交 的 非 空间 集 之 并 ， 否则 与 [0,1] 
的 连通 性 矛盾 . 
现在 假定 [0,1]= UF,, 其 中 当 1 天 六 时 ， FF, = 每 个 已 都 是 [0， 1] 的 非 空 间 集 . 
不 妨 假设 1 Fo, 并 设 oo=supFa《 显 然 ao€E Fo). 设 . 
n = min{ nc€ N|[ao,1] N F, Ea pi | 
记 =inf([o 1IN FF, ), 刘 由 dE 局 得 所 Po， 所 以 wo<bo. 会 ho= [aos6o], 则 FN Ao= 
{ao} ,F, NN Ao= {bo}， 当 0<n<m 时 ， FN Aho= GY, 帮 有 V nes 站 4oCC {aosbo}. 再 设 
m= minfn€ Nln> ml F, NA}, 
al 一 -SapPKF NN 4)， 
m=minln ENIn> mE Ef [Lab }, 
和 = inf(F, 人 [Labo)). 
易 见 
ao < 0 < 首 < 罗 0 一 90 
记 4 一 [ab , 则 与 上 面 类 似 地 VY n 寺 ,F(AC (asb).. 
如 此 继续 ， 刊 用 教学 晶 纳 浇 * 得 整数 育 列 与 实 教育 列 如 
0 < nm < ne “< 
oS ee .< be “bi < < 的 1 
HV iENU {0}), nn NH, FNM [a,b; Co) 


由 数学 分 析 知 识 可 知 让 [ab] 天 好 ， 


设 ze 站 [aisb], 显 然 Y IENU {0} ,x4 ,zzb 


现 若 zE 玉 ,, 因 了 nn; S$.t. n<a, 于 是 EF 门 [aiy6; Cfaybi). 就 有 ;=a; 或 x+ 二 b; 引起 
矛盾 ,这 就 证 明了 [0， 中 不 可 能 表示 成 可 数 个 (至 少 两 个 ) 互 不 相交 的 非 空间 集 之 并 ， 从 而 也 
就 证 明了 XX 不 是 道路 连通 的 . | 口 

2. 2， 7 设 六 为 不 可 数 集 ,r 为 有 限 补 拓扑 ， 证 明 (X， ) 是 道路 连通 的 ， 

证 VY zx,yEX, 了 ACX s.t. {x,y} CA 且 CardA— Cardfo， 1] 假设 g: [0,1] 一 A 
为 一 一 映射 , 且 g(0) 一 一 zg(1) 一 站 ia! A>X 为 包含 映射 ， 则 f=ia° g : [0,1]->X 就 是 X 
中 连接 x,y 的 道路 . 事实 上 ,只 得 证 明 连续. | 


设 下 为 XX 的 任 一 一 真子 闭 集 ， 则 下 为 有 限 集 ， 于 是 了 (F) 是 [0， 1 的 有 限 集 ， 故 为 闭 集 ， 
所 以 三 连续. 口 


(二 ) 肖 见 错误 分 析 
2.2.8 设 YG==1,2,…,n) 为 拓扑 空间 ,证 明 积 空间 一 [1x,; 道路 连通 会 V i 二 1]， 


2,… ,nsX; 道路 连通 . 

请 看 下 述 证 明 有 何 错误 . 

“=>” 由 于 Y i, 户 : XXX) 是 连续 满 射 ， 道路 连通 性 能 被 韦 续 映射 保持 所 以 每 个 X; 
也 道路 连通 . 

“< ”Von )， 2 "Yn ET 由 于 每 个 X; 都 道路 连通 ， 故 存在 广 : X; 
~L0,1] 连续 ,使 f(x)=0, f(y) 二 

i | 

则 g 连续, 且 
EXTa ss) = fio priyra ,,) = fz) 一 
BY Ya Ya) = foo py Yya ys) = fy) = 1, 
所 以 X 道 路 连通 和 

分 析 上述 证 明 的 第 -部 分 是 让 确 的 ; 第 七 俐 外 则 恕 错 的 .作为 道路 的 连续 映射 是 定 
义 在 单位 闭 区 间 [0,1] 上 的 , 取 值 于 贸 中 ,而 不 是 相反 . 你 可 以 把 和 想像 为 扬 ,f 想像 为 曲 
线 的 参数 方程 ,[0,1] 是 参数 的 取 值 范围 ,这 样 你 就 不 会 搞 错 了 . 这 是 上 述 证 明 中 的 主要 错 
误 . 此 外 ,用 g==f;。p; 来 定义 g, 其 中 的 i 到底 是 哪 一 个 呢 ? 如 果 i 固定 就 推 不 出 所 需 的 结 
论 了 ,如 果 像 上 面 那 样 可 以 随 需 要 而 变化 的 ,那么 这 个 g 就 不 确定 了 ,所 以 这 样 来 定义 g 也 
是 错误 的 . 

正确 的 证 明 如 下 | : 

[法 一 ] Y (ziyzay ay， (oo EX, 四 于 Y ok 过 路 过 通 ， 故 存在 太 ， Co 
1 一 XX 连续 ,使 

广 (0 一 aa “x,), | DD: = og" 2 
令 太 [0 为 ViE[o 
f(D) = (ff) fal)). | | 

则 因 pf 二 fi(V 站 , 故 由 BI. 7.8 知 扩 连 绪 自 f(0) 二 zy- rs fy yrs ye). 
所 以 是 外 中 连接 x 与 y 的 一 条 道路 . 

[法 二 ] 先 对 w=2 证 明 如 下 : 取 定 z,EXX,, 则 

XI X X, = ({x} XX,)U C 以 X, x {xz}))) 


由 于 (x1} XX, 与 XX， 同 胚 ， 每 个 | X X {zz} 与 总 ， 同 胚 . 所 以 它们 都 是 者 路 连通 的 ， 并 易 见 满 
是 B2242 哆 条 件 , 所 所 基 :XX， 半路 连通 ， - : ， 


mar fh si ii 
咖 
C 练习 是 


2.2.1 证 明 :及 :的 予 集 己 想 道路 连通 的 兮 忆 是 连通 的 ， 
2.2.2 判断 居 的 下 列子 集 是 否 道 路 连通 ， 


(2) B= 二 {(x,y)|Xx= 二 0 或 yEQ) 


(3) C=SU(UL,), 其 中 SC[0,1]Xx{0) 且 S 关 2, L,= (zyy)|3 一 一， 0<zZ1). 


一 般 地 S=(3,1]X {0} 时 , 叫 Co 为 扫 量 空间 . 
2.2.3 试 求 E? 的 子 空间 
Y= DU({0) x:(00,1] NN (RC— Q))) 
的 道路 连通 分 支 ,其 中 万 为 缺 边 梳子 空间 , 
2.2.4 试 求 Sorgenfrey 直线 Rs 的 连通 分 支 与 道路 连通 分 支 . 


3 2.3 .局 部 连通 与 局 部 道路 连通 


A 内 容 提要 


2.3.1 定 义 拓扑 空间 和 叫做 在 点 zxEX 处 局 部 连通 (相应 地 ,局 部 道路 连通 ) 的 ,如 果 
V UE.NY(z) 存 在 连通 (相应 地 ,道路 连通 ) 开 集 G 使 YEGCU. 当 X 在 每 点 一 处 都 局 部 连 
道 ( 户 部 道路 连通 ) 时 ,就 叫 六 是 局 部 连通 (局 部 道路 连通 ) 空 间 . XX 的 子 集 S 叫做 局 部 连通 
(局 部 道路 连通 ) 子 集 , 如 果 5S 作为 子 空间 是 局 部 连通 (局 部 道路 连通 ) 的 空间 ，. 

2. 3.2 定理 〈X,r) 局 部 连通 (相应 地 ,局 部 道路 连通 ) 抱 X 的 每 个 开 子 空间 的 连通 分 支 
(相应 地 ,道路 连通 分 支 ) 开 于 X， 

2.3.3 局 部 道路 连通 空间 的 连通 分 支 与 道路 连通 分 支 相 同 . 


B 例题 


(—) 


局 部 连通 与 局 部 道路 连通 这 两 个 概念 与 前 两 节 的 连通 与 道路 连通 之 阐 , 一般 地 没有 冀 
涵 关 系 . 局 部 连通 与 局 部 道路 连通 一 般 不 被 连续 映射 保持 ， 但 能 被 连续 的 开 映射 保持 ,它们 
对 开 子 空间 是 遗传 的 . 在 解 题 时 ,除了 直接 用 定义 的 条 件 外 ,A2. 3. 2 的 特征 性 质 是 很 有 用 
的 . 
2.3.1 证 明 X 局 部 连通 SY xzEXX 以 及 UE_N(zx) 总 存在 一 个 连通 邻 域 VE.1 (zx) 使 
VCD 1 
证 “之 ” 显然 . 
“二 ” 设 G 为 卫 的 任 一 开 子 空间 ,C 为 G 的 任 一 连通 分 支 . 我 们 证 大 C 为 X 的 开 集 . 
VECCG, 由 于 GE.YxCz), 故 3 VEAx(x) st, V 连通 且 VCG. 现在 zxEVymC,Y 


与 C 又 都 是 G 的 连通 子 集 ,而 C 是 G 的 连通 分 支 , 所 以 VCC, 故 TEC=IntxC, 于 是 C 开 于 
,由 A2.3.2 知 多 是 局 部 连通 的 ， 口 
注 ”本 题 给 出 的 局 部 连通 性 的 条 件 , 在 有 些 著作 中 ,就 作为 局 部 连通 空间 的 定义 . 但 要 
注意 ,就 整个 空间 而 言 两 者 是 等 价 的 ,如 果 仅 限于 某 个 固定 的 点 x 处 是 不 等 价 的 ， 下 面 的 
无 限 扫 毅 就 是 一 例 . 
如 果 Y VE .rz) 3 VE-A(z) s.t. V 连通 且 VCU, 则 称 空间 X 在 点 xz 处 是 小 范围 连 
通 的 ，B2. 3. 1 是 说 :XX 局 部 连通 人 SX 在 每 一 点 处 都 是 小 范围 连通 的 . 


2. 3， 2 设 氏 ,为 EE? 中 连接 (二 ,0) 与 (7 二“ 充 ) 的 闭 线段 ,n,m€N. 再 令 
1 
L,.= (YUL...) U [ji 记 ] X {0) 
X= (UL)U I (0,0)). 


我 们 称 了 (作为 到 的 子 空间 ) 为 无 限 扫 明 . 证 明 ， 和 在 原点 O= 二 (0,0) 处 是 小 范围 连通 的 ,但 
不 是 局 部 连通 的 
证 ”对 于 原点 O 〇 的 任 一 球形 邻 域 
B(O,e) = {rE XINzrl <e} 


图 2.3.1 


3 nEN st 工 <e 则 BKO, 工 )E_Ax(O) 且 6(O, 工 )CB(O,e) ,这 里 闭 包 是 指 在 关中 
取 闭 包 . 易 见 
BO = (OED U {0,0)); | 1 
它 是 连通 的 . 所 以 X 在 O 处 是 小 范围 连通 的 . 站 
不 过 包含 原点 的 任 一 连通 开 集 必须 包含 每 个 点 (二 ,0) ,从 而 只 及 本 身 才 是 包含 点 


的 连通 开 集 . 所 以 在 O 处 不 是 局 部 连通 的 . D 
2.3.3 证 明 X 局 部 连通 二 Y rEX 以 及 UEVCz),U 的 包含 7 的 连通 分 支 也 是 ZX 的 
邻 域 . 
gl 一 


证 “全 ” 设 C; 为 UU 的 包含 x 的 连通 分 支 , 由 局 部 连通 性 ,3 GE rxs.t. G 连 通 且 x 
ECCU. 由 于 xzEGNC,, 又 G,C; 都 是 U 的 连通 子 集 , 且 C; 是 连通 分 支 ,所 以 GCC: ,从 而 
C.EVx(r). 
“<=” 设 C 为 美的 任 一 一 开 子 空间 ， C 是 G 的 连通 分 支 ， VY xEC, 有 GENx(x), 据 假设 
条 件 , 也 有 CE.fx(x), 故 C 开 于 X. 从 而 XX 是 局 部 连通 的 . 口 
2.3.4 证 明 闭 扫 央 空 间 C 一 (E0,1]X(0)) U(C 电 7 其 中 


L, = {(r,y) € Frly = Tr,r € [0,1]},n € N, 


是 道路 连通 的 ,但 非 局 部 连通 的 . 类 似 地 , 扫 明 空间 c=| ,1Ix {0)| UCUL,) 也 不 是 局 
部 连通 的 . 

证 C 的 道路 连通 性 是 明显 的 . 

现 考虑 C 的 开 子 空间 G=Ba| 09) ,十 jnc， 其 中 Be| 1, 0), 工 是 中 的 开 球 , 易 


见 ( 方 ,1]X10} 是 G 的 连通 分 支 ,但 它 不 是 C 的 开 集 ,所 以 C 不 是 局 部 连通 的 . 口 

2.3.5 设 4={(x,y)EK|zx,y 中 至 少 有 一 个 是 有 理 数 } ,证 明 :A 作为 EF? 的 子 空间 是 
局 部 连通 的 . 

证 任 取 (x,y)E€ Ah, 不妨 假设 yYEQ.VY UEN (lx,y)),3 e088s.t. B=Ba((r,y),e) 
门 4CU. 我 们 证 明 B 连通 . 

设 /: B 一 {0,1}CE! 连续, 只 需 证 f 是 常 值 的 .VY (u,v)EB, 若 EQ, 由 于 工 =BNN 
({w} XR) 连 通 , 且 一 B 站 {RX {y)) 也 连通 , 且 《u,y) EL 人 Lz. 所 以 fl ui 是 常 值 的 . 从 
而 

flusv) = f(x,y). 
车 多 Q 则 必 有 v€EQ, 由 于 = (RX {v) 几 1B 连通 ,又 ] :EQ s.t. (t,0)ELsCB. 由 上 一 
段 可 知 
f(t,0) _ fr,y) 
又 fl 也 是 常 值 的 , 故 
flusv) = f(t,v) = f(r,y). 
总 之 ,f : B 一 {0,1}CE! 是 常 值 的 ,所 以 B 连通 ,从 而 4 局 部 连通 . 口 

2:3:6 证 明 Et! 的 每 个 非 空 开 集 总 可 表示 成 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 的 并 . 

证 设 G 为 已 的 非 空 开 集 ,'Y rEG, 存 在 G 的 连通 分 支 C, 使 rEC,. 于 是 G= UC- 
由 于 E' 是 局 部 (道路 ) 连 通 的 ,所 以 每 个 C, 都 悬 EF! 的 开 集 ,又 C, 是 连通 的 , 故 为 区 间 ,从 而 
必 为 开 区 间 .由 于 任意 两 个 不 同 的 连通 分 支 都 不 相交 ,所 以 G 可 表示 成 一 些 互 不 相交 的 开 


区 间 的 并 ， 而 每 个 开 区 间 ,总 可 用 其 中 一 一 个 有 悍 数 作 代表 ， 从 而 G 可 表示 成 可 数 多 个 互 不 
相交 的 开 区 间 的 并 . 口 


(二 ) 常见 错误 分 析 


2. 3.7 证 明 实 的 局 部 连通 (局 部 道路 连通 ) 性 能 被 连续 的 开 映 射 保持 . 


分 析 下 述 证 明 有 何 错误 : 

以 局 部 连通 性 为 例 ， 

设 /: Z->Y 为 连续 满 射 且 是 开 上 映射 ,XX 是 局 部 连通 的 ， 

VyEY,J rEXs.t. y=f(x). 于 是 在 XX 中 ,存在 包含 x 的 连通 开 集 G, 由 于 是 迷 续 
的 开 映 射 , 于 是 1(G) 是 Y 中 包含 y 二 A(x) 的 连通 开 集 .所 以 了 是 局 部 连通 的 . 

分 析 对 于 一 个 空间 ,如 果 是 局 部 连通 的 ,那么 对 空间 中 任意 一 点 总 有 包含 它 的 连通 开 
集 , 但 反之 未 必 . 例如 闭 扫 希 空间 (B2. 3. 4)C 是 道路 连通 的 ,当然 也 是 连通 的 ,因此 C 的 每 
一 点 都 有 包含 它 的 连通 开 集 即 C 本 身 , 但 已 知 C 不 是 局 部 连通 的 

因此 *Y z 以 及 UE.A(z) 存 在 连通 开 集 G 使 rEGCU” 这 个 条 件 ,不 能 简化 为 “Y x 总 
有 包含 它 的 连通 开 集 ”. 

所 以 我 们 对 一 个 概念 的 理解 ,必须 完整 地 理解 界定 这 一 概念 的 具体 条 件 ,不 能 随意 地 简 
化 更 改 .如果 把 界定 某 一 概念 的 条 件 “ 削 弱 ? 了 ,那么 就 相当 于 将 诛 概 念 的 内 涵 缩 小 了 ,而 外 
延 则 扩大 了 . 上 面 就 是 一 例 . 如 果 把 条 件 “ 加 强 ” 了 , 则 内 涵 就 扩大 ， 而 外 延 缩小 了 ， 所 以 我 
们 必须 准确 地 掌握 界定 概念 的 有 关 条 件 . 

正确 的 证 明 应 是 : 

VyEY 以 及 YE-fr(y) rEXUUR 有 UEANx(T) st y=f(r) 有 8 f(U)CV. 由 XX 的 
局 部 连通 性 ,3 GE rx s.t. G 连通 且 xEGCU. 则 

y= f(x) € f(G) TC AU CV. 
由 于 了 连续 , 故 /(G) 连 通 ,由 于 f 是 开 映 射 , 故 /(G)Ery, 从 而 证 明了 YY 是 局 部 连通 的 . 

对 于 局 部 道路 连通 性 完全 类 似 . 口 


C 练习 题 


2.3.1 证 明基 是 局 部 连通 (局 部 道路 连通 ) 的 操 存 在 rx 的 一 个 基 , 它 的 每 个 成 员 都 是 
连通 (道路 连通 ) 的 . 

2.3.2 证 明 Ei? 的 子 空间 

B={(r,y EE Flr= 0 或 y € Q) 

不 是 局 部 连通 的 . 

2.3.3 ”证 明 X 局 部 道路 连通 SOY rEX 及 UE.N(z)3] VEAN(x) s.tV 道路 连通 且 
VCU. 

2.3.4 证 明 梳子 空间 C 与 缺 边 梳子 空间 D(B2. 2. 4) 都 不 是 局 部 连通 的 . 


2.3.5 设 惨 的 子 空间 了 =~ {(0, 盖 )|aEN}UD, 其 中 姜 为 缺 边 梳 子 空 间 ,证 明 Y 在 原 
点 处 是 局 部 连通 但 非 局 部 道路 连通 的 . 

2.3.6 证 明 闭 拓扑 正弦 曲线 六 二 4UB(B2. 2.5) 不 是 局 部 连通 的 ;S 二 BU{(0,0)} 叫 
做 拓扑 正弦 曲线 , 它 是 连通 的 ,但 不 是 道路 连通 ,也 不 是 局 部 连通 的 ,T=XU ([0,1]x (0}) 
叫做 扩张 的 拓扑 正弦 曲线 , 它 是 道路 连通 的 ,但 不 是 局 部 连通 的 .. 
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2.3.7 设 了 :X-~Y 为 单 射 , 且 为 连续 的 开 上 映射, 又 Y 的 任 一 连通 子 集 的 原 像 是 关 的 
连通 子 集 . 证 明 ; 如 果 Y 站 局 部 连通 (局 部 道路 连通 ) ,那么 XX 也 是 局 部 连通 (局 部 道路 连通 ). 


3 2.4 超 连 通 性 与 反例 


本 节 再 向 读者 介绍 两 种 分 别 比 连通 性 与 道路 连通 性 更 强 的 性 质 , 即 所 谓 超 连通 性 ,再 给 
出 若干 反例 ,并 将 本 章 给 出 的 诸 种 连通 性 质 作 一 小 结 , 给 出 它们 相互 关系 的 反例 表 . 


A 基本 概念 与 定理 


2.4.1 定 义 如 果 和 中 任意 两 个 非 空 开 集 都 相交 , 则 称 X 是 开 式 超 连 通 的 ;如 果 X 的 
任意 两 个 非 空 闭 集 都 相交 , 则 称 开 是 闭 式 超 连通 的 . 

2. 4.2 定 理 ” (1) XX 为 开 式 超 连 通 的 局 XX 的 每 个 非 空 开 集 都 是 稠密 的 ; 

(2) 和 是 闭 式 超 连通 的 全 Y x,yEX 且 x 关 y, {XY} 门 {y} 关 多 

证 ”由 定义 直接 可 得 . 口 

2. 4.3 定理 (1) X 是 侯 式 超 连 通 的 二 XX 是 道路 连通 的 ， 

(2) XX 是 开 式 超 连 通 的 二 > 既是 连通 的 又 是 局 部 连通 的 . 

证 (1) VY x,yEX, 不 妨 假定 x+ 关 y, 因 XX 是 闭 式 超 连通 的 , 故 {zx) 们 {y} 关 2. 取 xE 
{ZX) 门 {y), 令 了 : [0,1] 一 头 为 


区 0<t<3， 
f(t) = 之 == 方 ， 


y <<1. 


我 们 证 明 f 连续 . 事实 上 , 设 为 XX 的 任 一 闭 集 , 若 x,y 中 至 少 有 一 点 属于 下, 则 必 有 zE 
F. 于 是 广 "(P) 或 为 [0, 却 ], 或 为 [ 玛 ,1], 或 为 [0,1], 总 之 是 闭 集 


着 zy 都 不 属于 下, 则 /1(F) 或 为 { 志 ) ,或 为 久 , 也 是 [0,1] 的 闭 集 . 
所 以 连续 ,从 而 就 是 贸 中 连接 x,y 的 道路 
(2) X 的 连通 性 是 显然 的 ,又 若 G 是 XX 的 任 一 开 子 空间 , 则 G 的 任意 两 个 非 空 开 集 也 
是 XX 的 开 集 , 故 必 相 交 . 所 以 G 是 连通 的 ,也 就 是 X 为 局 部 连通 的 . 口 
2.4.4 定理。 车 天 是 开 式 超 连通 的 , 则 任 一 连续 映射 /: X 一 E' 都 是 常 值 的 . 
证 著 了 至 少 有 两 个 值 < 关 5, 则 
广 (-- co, 2 了) 与 六 (2 了 2 十 co) 
是 X 的 两 个 不 相交 的 非 空 开 集 ,与 X 的 开 式 超 连 通 性 矛盾 . 所 以 了 是 常 值 的 ， 口 


开 式 超 连 通 | 一 
1 


y 
道路 连通 | 一 [连通 


B 反例 


2.4.1 至 少 有 三 个 不 同 点 的 特殊 点 拓扑 空间 XX(p 为 特殊 点 ) 是 开 式 超 连通 的 ,道路 连 
通 的 ,局 部 道路 连通 的 ,但 非 闭 式 超 连 通 的 . 
证 义 显 然 是 开 式 超 连通 的 . 
VY gEX,gAp; 令 f: [0,1]->~X 为 
p ZE [0, 子 )， 
f(r) = 
9 iE [3 


则 X 的 任 一 开 集 的 原 像 或 为 如 ,或 [0, 沁 ), 或 为 [0,1], 总 是 [0,1] 的 开 集 . 所 以 是 连接 ， 
g 的 道路 ,从 而 XX 道路 连通 

由 于 和 的 任 一 开 子 空间 仍 为 特殊 点 拓扑 空间 ,从 而 文 是 局 部 道路 连通 的 . 

由 于 六 除外 至 少 还 有 两 个 点 x 关 y, 则 {x) 与 {y} 即 为 不 相交 的 闭 集 . 所 以 久 非 闭 式 
超 连通 的 . 口 

2.4.2 至 少 有 三 个 不 同 点 的 排外 点 拓扑 空间 (排斥 户 点 ) 是 闭 式 超 连 通 的 ,局 部 道路 
连通 的 ,从 而 也 是 道路 连通 与 连通 的 ,但 非 开 式 超 连通 的 . 

证 X 显然 是 闭 式 超 连通 的 ,从 而 是 道路 连通 ,连通 的 ,而 且 

B= (trz)lz 天 加 rzEX)U{X) 

是 刁 的 一 个 由 道路 连通 的 开 集 组 成 的 基 , 所 以 和 是 局 部 道路 连通 的 . 

因 除 户外 ,和 至 少 有 两 个 不 同 的 点 xz,y, 则 {zx) 与 {y) 即 为 不 相交 的 开 集 , 故 X 不 是 开 式 
超 连 通 的 . 口 

2.4.3 设 B={2n 一 1,2n);nEN, 则 以 多 ={B,jnEN) 为 天生 成 N 的 拓扑 r, 称 此 空间 
(N,z) 为 奇偶 拓扑 空间 , 它 是 局 部 道路 连通 的 但 非 连通 ,从 而 也 非 开 式 超 连 通 , 非 闭 式 超 连 
通 的 . 

证 因为 每 个 B, 作为 子 空间 是 平凡 的 , 故 任 一 映射 /: [0,1]-~B, 都 是 连续 的 ， 所 以 
B, 是 道路 连通 的 ,从 而 (N,r) 是 局 部 道路 连通 的 . 但 每 个 B, 都 是 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 ， 
所 以 (N,r) 不 是 连通 的 . 口 

2.4.4 区 间 套 拓扑 空间 : 设 X 一 (0,1),Y nEN 令 G,=(0,1 一 二 ),r={G,|nEN}U 


(他 ,XXXr) 称 为 区 间 套 拓扑 空间 .显然 它 既 是 开 式 超 连 通 也 是 闭 式 超 连 通 的 . 从 而 也 
是 道路 连通 的 ,连通 与 局 部 连通 的 . [] 
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2.4.5 整数 扫 明 空间 :XX 为 平面 R: 上 具有 极 坐 标 (ng) 
的 点 的 集合 ,其 中 nxENU (0),9€ { 土 |n€ N}U (10). 久 的 拓扑 


rt 如 下 定义 ; 今 - . 和 . . 
M={T|n€N}Ut{0), ，:， ， 
n 名 . 站 . 
U,= {i lit2 ) GENU {0)) (0.0) 
V.=(—ee) (I M,e>0, 
图 2. 4. 1 


元 ((0,0)) 二 {XX)， 
Bn,0)= {UX {0 |i=0,1,. ,n}, 
(0 天 0)， 
Bn,0))= {UXV. i=0,1, ,2a5e 盖 0)}， 
(na 天 0)， 
以 为 (人 me) ) 为 相应 点 (ma,g) 的 邻 域 基 诱 导 拓 扑 z, 称 
(X,r) 为 整数 扫 串 空间 . (X,r) 是 闭 式 超 连 通 的 ,但 非 局 部 连通 的 . 

证 易 见 X 的 每 个 非 空 间 集 都 包含 原点 ,所 以 X 是 闭 式 超 连 通 的 . 

因为 G=NX|[0, 二 YnM| 是 XX 的 开 子 空间 ,NX {0) 是 G 的 连通 分 支 , 但 不 是 X 的 开 
集 ,所 以 X 不 是 局 部 连通 的 .注意 ;本 例 中 各 简 卡 儿 积 中 的 每 个 元 素 4n,0) 都 表示 及: 中 以 
《1,0) 为 极 坐 标的 点 ).。 名 

2.4.6 交 和 至 区 间 拓 扑 空间 ;X=[ 一 1,1], 以 了 一 信 一 1,0)10>0)Uta'1]la<0)} 为 帮 
扑 子 基 生成 拓扑 r，(X,r》 称 为 交 乔 区 间 拓 扑 蛮 间 .(X,r) 是 开 式 超 连通 的 ,从 而 也 是 连通 
的 ,局 部 连通 的 ,但 非 闭 式 超 连通 的 . i 

证 于 各 个 空 开 和 术 包 人 和 所 , 所 以 CX 是 开 交流. 而 [一 1, 冯 ] 与 [ 读 ， 
1] 是 两 个 不 相交 的 闭 集 , 所 以 6X,r) 不 是 闭 式 超 连 通 的 . 口 

2. 4.7 除 子 拓扑 空间 :X 二 (xEN|z 之 23, 令 

U, = {7 E XIz 整除 ) 之 2. 
以 用 = {UIn 之 2} 为 基 生 成 拓扑 (Xs 中 叫做 除 于 拍 提 空间 , 它 是 半 式 超 连 通 的 ， 局 部 道路 
连通 的 ,但 非 开 式 超 连 通 的 . 

证 设 FF,Fi 为 X 的 任意 两 个 非 空 间 集 , 任 取 zz€EFi,zs€ Fes, 因 Y UE (x: xz) 
3U,s.t. rx* TEUCU,MN Zz x 整除 ns 故 工 | 整除 ,x 也 整除 za, 即 {zivzz}CU， CU. 
于 是 UNF 关 ,上 且 UN 忆 关 久 ,所 以 zz。 rEF NF,=F NP,. 即 FiNF,#G. 这 就 表明 
《X ,Tt) 是 闭 式 超 连 通 的 . | ， 

每 个 U, 作为 子 空间 , 则 在 U, 中 包含 # 的 开 集 只 有 U, 本 身 ,所 以 对 U, 中 的 任 一 闭 集 下 
都 有 nE Cly,F 一 F. 于 是 U, 作为 子 空间 是 闭 式 超 连 通 的 ,所 以 是 道路 连通 的 ,从 而 X 是 局 部 


道路 连通 的 ， 

而 UNUs={2} 门 {3}= 儿 ,所 以 半 不 是 开 式 超 连 通 的 . 口 

2.4.8 ”字典 序 拓扑 空间 :X= 二 [0,1]X[0,1] 取 字典 序 拓 扑 rt. 则 《(X,z) 是 连通 的 ,局 部 
连通 的 ,但 非 道 路 连通 ,也 非 开 式 超 连通 ， 

为 了 证 明 这 一 结果 ,我 们 先 证 下 述 命题 : 

设 (X ,三 ) 为 全 序 集 , 如 果 XX 的 每 个 有 下 界 的 子 集 必 有 下 确 界 ,有 上 界 的 子 集 必 有 上 确 
界 则 称 X 是 序 完备 的 ,对 一 个 序 完备 的 全 序 集 (X, 委 ,如 果 VY z,yEX, 当 z<y 时 必 存 在 > 
EX 使 zx<z<y 则 称 ( 和 , 委 ) 是 线性 连续 统 . 

命题 (1) 如 果 ( 和 ,和 ) 是 线性 连续 统 , 取 序 拓 扑 r, 则 (X,r) 是 连通 的 

(2) 如 果 (S,rs) 是 连通 的 拓扑 空间 ,(X,r) 是 一 个 序 拓 扑 空间 , 广 : 5 一 XX 连续 ,VY apE 
S, 若 有 f(a) 过 1(0), 则 当 xEX 且 f(a) 过 x 过 A060) 时 ; 必 存 在 一 点 cE5 使 fl(c) 二 zx( 这 是 介 
值 定理 的 一 种 推广 ). 

证 (1) 设 A4,B 为 XX 的 两 个 不 相交 的 非 空 开 集 ,我 们 将 证 明 X 天 4UB. 

选取 a€ A,bE B. 不 妨 假定 a<<4. 我 们 证 [a, 扫 中 有 一 点 既 不 属于 4, 又 不 属于 B. 

考虑 集合 ho 二 4A 站 [a,6bj]， Bo=BNN [ab Ao, Bo 在 子 空间 [a,5j1 中 是 开 的 . 令 

c = sup 4。 | 

(i) 假定 cE€ B6, 则 c 关 a. 于 是 要 么 c=b, 要 么 a<c<b. 无 论 怎样 ,由 Bo 开 于 [a,6] 可 知 存 
在 某 个 形 如 (dc] 的 区 间 含 于 Bo([a,6j] 的 子 空间 拓扑 与 [a,5b] 本 身 的 序 拓扑 一 致 !1 )， 如 果 “ 
二 5, 则 d 就 是 一 个 比 c 更 小 的 4 的 上 界 . 这 与 c 的 定义 六 盾 . 故 应 有 c<b. 注意 到 (ec,6j 门 
4 一 杂 , 于 是 

(db]= (den(co CBEUCcO 

与 4 不 相交 ,从 而 又 有 是 4 的 上 界 , 仍 然 引起 矛盾 . 这 就 证 明了 c 合 Bo. 

(ii) 再 假定 cE 4,, 则 天 4. 于 是 要 么 c 一 a, 要 么 e<c<<6. 因 ho 开 于 [a,b, 故 必 有 某 个 
形 如 [ce) 的 区 间 含 于 ho. 由 于 和 是 线性 连续 统 ,我 们 可 以 选取 一 点 zEX s.t. c 所 z<e. 于 
是 zE ho. 这 与 c 是 4, 的 上 界 矛 盾 . 所 以 c 合 和 Ao. 

.由 人 i 知 c 亿 dB 一 (4UBD 有 Le, 妇 .但 ce[a,6o]( 因 为 4Cta,b], c=supAo), 所 
以 c 多 AUB. 从 而 XX 不 能 分 解 域 两 个 非 空 的 不 相交 的 开 集 之 并 , 即 X 是 连通 的 . 

(2) 如 果 V 1:€E5,f() 关 xz, 则 

A= ff MN Cx), B= f(5) mr 一 ) 

是 (5S) 的 一 个 分 解 , 而 1(S) 连 通 , 这 是 一 个 矛盾 . 所 以 必 3 cES, 使 f(c)=x. 

现在 我 们 可 以 回头 来 证 明 B2. 4. 8. 

我 们 先 证 X 是 序 完备 的 , 设 SCX 且 S 关 3. 令 

A= {rE€E[0,1]|3 y€ [0,1]s.t. (r,y) € S}, 

则 4 有 下 确 界 , 记 为 a=infA4. 

车 a 有 A, 则 令 5b 二 1; 

若 a€ 4, 则 

B= {y€ [0,1j|l(a,y ES 

有 下 确 界 ,就 取 b= 二 infB. 


我 们 证 明 (w ,2) 一 inf9. 

V zyE3S, 由 于 xxE4, 必 有 ca< 7， 

车 axa<zr, 则 有 (ep< (zyy)>; 

若 ae= 一 xz, 便 有 yE 刀 ,于 是 6y, 从 而 人 ao) 委 (ryy). 

总 之 ,Cab) 是 S 的 下 界 . 

再 设 t,v) 也 是 S 的 下 界 , 且 (ap<(ao)， 则 (ae<z) 或 (ae 一 xz 且 6<<v)， 

(i) 若 ae<<x, 则 由 于 wa=inf4 可 知 3 zE4s,t. zx<z ,于 是 3 yE[L0,1js.t. (zy)ES 日 
《X,Yy) 达 《uv). 这 与 lu,v) 是 5 的 下 界 矛 盾 . 

(1) 车 a 二 4 且 5<<v, 当 a&@A 人 时 , 必 有 v1=b. 引起 矛盾 . 所 以 a€ A. 则 由 vwv 汪 68 二 infB 
知 3 yEBs.t. y<v. 从 而 (a,y)ES 且 (ayy) 之 (layv0)= 二 《uv) 又 与 lu,v) 是 S 的 下 界 矛 盾 . 
这 就 证 明了 对 5 的 任 一 下 界 (w,v) 必 有 《u,v) 志 (a,0). 孝 

a,b) = infS. 
类 似 地 可 证 S 有 上 确 界 (其 实 关 的 有 下 界 的 非 空子 集 有 下 确 界 和 多 有 上 界 的 非 空子 集 有 上 
确 界 )， 至 此 证 明了 和 是 序 完备 的 . 

至 了 于 对 XX 中 任意 两 点 pq 必 存 在 rEX s.t，p<r< 9 成 立 是 容易 验证 的 . 所 以 卫 是 
线性 连续 统 . 故 由 上 述 命 题 (1) 知 X 是 连通 的 . 

由 于 XX 的 任 一 非 退 化 的 区 间 也 是 线性 连续 统 ( 这 是 不 难 验 证 的 ), 且 对 于 区 则 , 子 空间 
拓扑 与 序 拓 扑 一 致 ,所 以 作为 子 空 间 也 连通 . 因此 XX 的 拓扑 基 的 成 员 都 是 连通 的 ,所 以 X 
是 局 部 连通 的 ， 

再 证 大 不 是 道路 连通 的 . 

设 卫 : [0,1j 一 X 为 连接 (0,0) 与 (1,1) 的 道路 , 则 由 介 值 定理 (命题 (2)) 知 ,f([0,1])= 
XX, 令 GG 二 {xz}X(0,1), 则 

= {G,.|x € [0,1)) 
是 的 豆 不 相交 的 开业 的 不 可 数 旋 ,了 
{f° (G) Iz € [10,1)} 
是 [0,1j] 的 互 不 相交 的 开 集 的 不 可 数 族 ,这 是 不 可 能 的 ( 见 Bl1. 3.8). 所 以 和 不 是 道路 连通 
的 .如 上 述 , 当 工 关 xz 时 GG 二 名 ,所 以 XX 是 非 开 式 超 连通 的 . : 口 
现 归纳 总 结 出 如 下 反例 表 : 


其 中 


DD 0 


i 
Go > Dn OO 


表 2.4.1 


FE! 


:多 于 一 点 的 离散 拓扑 空间 . 
. 多 于 两 点 的 特殊 点 拓扑 空间 (B2. 4. 1). 
- 多 于 两 点 的 排外 点 拓扑 空间 (B2. 4. 2. 
. 奇偶 拓扑 空间 (B2. 4. 3). 

， 区 间 套 拓扑 空间 (B2. 4. 4). 

. 可 数 集 构成 的 有 限 补 拓扑 空间 (B2. 2. 
， 不 可 数 集 构 成 的 有 限 补 拓 扑 空 间 (B2. 
， 拓扑 正弦 曲线 (C2. 3. 6) 或 闭 拓 扑 正 弦 上 曲线 (B2. 2. 5, C2. 3, 6)， 
. 扩张 的 拓扑 正弦 曲线 (C2. 3. 6). 

. 缺 边 梳子 空间 DCB2. 2.4，C2. 3. 4). 
. 梳子 空间 C(B2. 2. 4, C2. 3. 4). 

. 扫 毅 空间 (C2. 2.2，B2. 3. 4. 连通 性 见 C2. 1. 8). 
. 闭 扫 需 空 间 (C2. 1. 8, C2. 2.2，B2. 3. 4). 

， 整数 扫 晕 空间 (B2. 4. 5). 
. 交 礁 区 间 空 间 (B2. 4. 6). 
， 除 子 空间 (B2. 4. 7)， 

. 字典 序 拓 扑 空 间 [0,1]x[0,1](B2. 4. 8). 


表 2. 4.2 


). 


6)， 
2.7). 


第 三 章 ”网 与 滤 子 的 收敛 论 理 


3 3.1 网 与 滤 子 及 其 收敛 性 


A 内 容 提要 


3.1.1 定 义 X 为 非 空 集 ,D 为 有 向 集 ( 即 D 上 有 一 个 自 反 的 传递 的 关系 < 且 Y a ,bE 
DIjcEDs.t. a<c 且 6<e), 称 6: D> 久 为 久 的 网 . 记 (qd)==zys 6= (xa)yep. 

车 7 二 (Ye)sea: A 一 X 也 是 XX 的 网 ; 且 存 在 映射 : A 一 DD 满足: 

[SN. 1 保 向 性 ; 6 过 二 k(6,)<k(6,). 

LSN. 2] 共 尾 性 ; Y dE D3 6,EAs.t. do<h(60), 且 w=£。&, 则 称 7 为 8 的 子 网 . 

3. 1.2 定义 《二 《zs)sep 为 卫 的 一 个 网 ,ACX. 如 果 &CD)CA4, 说 在 A 中 ;如 果 YV a， 
EDj dED ss.t. d>d, 且 xs€ 4, 就 说 党 在 4; 如 果 3 doED s.t. Yd>d。 有 zsE 4, 就 
说 和 终于 4. 

如 果 X 是 拓扑 空间 ,& 常 在 xz 的 每 个 邻 域 就 说 x 为 6 的 接触 点 ,& 的 全 体 接 触 点 记 作 
Adhé. 如 果 终 于 工 的 每 个 邻 域 , 则 说 xz 是 的 极限 点 ,或 说 & 收 合 于 zx, 的 全 体 极限 点 记 
作 Limé, 当 Limé 关 GB 时 ,说 是 收 化 的 . 

3.1.3 定理 设 6: D>X 为 网 ,7 : A->X 为 上 的 子 网 , 则 

Adh7C Adhé, Lime C Lim”. 

3.1.4 定 义 设 多 CFB(K), 多 天 人 B. 如 果 .多 满足 

[F.1] EF. 

[F.2] FE BH FCFSFEY. 

[F.3] Fi,FAEFSR (FES. 

则 说 . 安 是 X 的 滤 子 . 

如 果 X 为 拓扑 空间 , 则 称 Adh2 -站 素 为 9 的 接触 集 ,rE Adh. 就 电工 为 .也 
的 接触 点 ,如 果 -人 (zx)CC 多 ,就 说 x 是 宛 的 极限 点 ,或 说 .F 收 合 于 x 并 记 Lim 了 = {xE 
XT)CF}. 当 Lim 多 关 B 时 ,说 .是 收 钱 的 ， 

3.1.5 例 如 果 J-erC22(X), 其 中 任意 有 限 个 (至 少 一 个 ,以 后 总 这 样 理解 ) 成 员 之 交 
非 空 , 则 说 .er 具有 有 限 交 性 质 ,此 时 可 仿 

90 一 


w= {BCXIInE NR 有 KA,As A, € est 一 站 4 


‘= {FCXIIBE .BS.t. BCF), 

则 .x 为 X 的 滤 子 ,叫做 由 -x 生成 的 滤 子 . 

任 一 拓扑 空间 关中 一 点 的 邻 域 系 .!(x) 是 XX 的 滤 子 , 叫 邻 域 滤 子 . 邻 域 滤 子 .人 (x) 
显然 收敛 于 r， 

3.1.6 定义 六 的 一 切 滤 子 组 成 的 族 可 用 关系 己 作 偏 订 ,在 这 个 偏 序 下 的 极 大 元 叫 极 
大 滤 子 或 超 滤 子 . 

3.1.7 定理 对 于 X 的 每 个 滤 子 .> 总 存在 极 大 滤 子 .了 "使 .CZ '“， 

3.1.8 定理 拓扑 空间 关中 一 点 为 滤 子 多 的 接触 点 SJ 滤 子 罗 s.t. 宛 记 ,到 县 乡 
收敛 于 x. 

车 .2% 为 XX 的 超 滤 子 , 则 Adh. 二 Lim. 祈 ， 


网 及 其 收敛 概念 是 序列 及 其 收敛 概念 的 自然 的 推广 . 要 构造 一 个 网 ,关键 在 于 构造 有 
向 集 ,并 常常 借助 于 数 的 大 小 ,集合 的 包含 关系 给 出 定向 . 滤 子 概念 介 于 点 的 邻 域 系 和 集合 
的 拓扑 概念 之 间 . 滤 子 和 拓扑 一 样 对 有 限 交 和 任意 并 是 封闭 的 ,也 含 全 空间 ,但 不 含 空 集 . 
拓扑 就 必须 含有 空 集 . 邻 域 系 是 滤 子 , 面 滤 子 不 必 是 邻 域 系 , 当 滤 子 含有 某 一 点 的 邻 域 系 
时 ,就 是 收 伍 的 . 滤 子 的 构造 非常 方 使 ,只 要 有 一 个 具有 有 腿 交 性质 的 子 集 族 就 能 生成 一 个 
滤 子 (A3.1.5), 解 题 时 ,常常 这 样 做 ,应 予 充分 注意 . 

3.1.1 设 上 :4-X 是 X 的 网 ,4 已 D. 

(1) 证 明 : 如 果 信 与 马 共 尾 ( 即 VY da€ED3I65EAhs.t. d<6), 那 么 7 二 1,。: A->XX 是 
的 子 网 . , ， 

(2) 若 删 去 A 与 马 共 尾 的 条 件 , 则 7=&|s 是 否 仍 然 是 的 子 网 ? 

解 (1) 首先 马上 的 定向 怀 在 A 上 的 限制 仍 是 自 反 的 , 传递 的 . 又 V 61,6.€ ACD， 
3 dEDs.t. 61<d, ,<d. 由 于 A 与 DD 共 尾 , 故 又 3j SEA4s.t. d<65, 于 是 6, 过 6,6, 一 6. 所 
以 过 也 是 A 上 的 定向 ， 

现 设 ;i,。: A->D 为 包含 映射 , 则 7=#。is. 又 is 显然 是 保 向 的 ,并 由 A 与 DD 共 尾 可 知 i 
也 满足 共 尾 性 条 件 [SN. 2. ]. 所 以 7 是 的 子 网 . 

(2) 如 不 要 求 A 与 DD 共 尾 , 则 £4 未 必 是 子 网 . 

首先 ,有 向 集 忆 的 任意 子 集 4 相对 于 D 的 定向 未 必 构 成 有 向 子 集 . 例如 , 令 

一 人 EN 
B= {(— ee)|e > 0}. 
D=%U {Bl € N}. 
YU,VED 定义 
— 9] 一 


U<VeEOUDOLY. 
则 易 见 “<” 是 D 上 的 定向 . 若 取 
A= {Bi,B.,*%*,B} UU {((— ee)le>0 有 8 e€ Q), 
其 中 是 某 个 固定 的 自然 数 ， 


则 对 于 4 中 的 元 B, 以 及 (一 = 十 5,7 二 3) 就 不 存在 UEA 使 B,<U 与 (一 = 二 515 寺 5) < 


U 都 成 立 ， 既然 A 已 不 再 是 有 向 集 了 ,és 也 就 不 是 网 了 . 

其 次 ,即使 A 是 有 向 子 集 ,6|s 也 未 必 是 子 网 .如果 6; N->R, | 二 是 民 的 网 . 取信 
一 (1, 2,，……2)} ,其 中 是 某 个 固定 的 自然 数 , 则 4 是 N 的 有 向 子 集 .&1。 也 是 RR 的 一 个 网 . 
尽管 如 此 , 它 也 不 是 的 子 网 ,因为 要 使 $4|。==# .让 ,只 能 取 上 =ii, 而 is 显然 不 满足 共 尾 性 条 
件 [SN. 2]. 口 

注 ”这 个 例子 提醒 我 们 , 子 网 的 概念 不 能 混同 于 一 个 网 在 定义 集 的 子 集 ( 即 使 是 有 向 子 
集 !) 上 的 限制 . 

3.1.2 设 4 为 空间 X 的 子 空间 ,#:D->A 是 4 的 网 . 证 明 

(1) Lim 二 A 站 Limx(ia。6), 其 中 i4: A 一 XX 为 包含 映射 . 

(2) Adhaé=ANMNAdhx (ia ° &). 
记号 Lima，Limx 分 别 表示 在 4 中 与 苹 中 取 极 限 ，Adha,Adhx 类 似 . 

证 (1) 设 rELimst, 则 xzEA 且 VY UEANx(z), 因 UN 站 4AE_ANn(x), 故 3 dED s.t. 
Vd>do, ia° (qd)=é(d)EAMNMUCU. 所 以 rE Limx (ia ° é). 

反之 , 设 XEA 门 Limx(ia。 人, 因 xEA4, 故 可 考虑 VY UN 站 AEA(z), 其 中 UEANx(z)， 
I dEDs.t. Yd>do, (dd)=ia° E(d)EU. 因 (4d)EA, 故 (4d)EUNMmA, 所 以 rE Limat. 

(2) 类 似 口 ] 

注 若 记 565=(zo)veo， 则 也 有 i4。 = 《xz)zep, 于 是 式 (1) 可 解释 为 (xs)seo 在 子 空 间 4 
中 的 极限 也 是 它 在 和 中 的 极限 , 反 过 来 , 它 在 和 中 的 极限 如 果 属 于 A, 则 就 是 它 在 子 空间 4 
中 的 极限 ,对 于 (2) 可 作 类 似 的 解释 . 

3.1.3 设 C 为 多 的 一 个 指定 的 非 空 闭 集 , 试 构造 一 个 网 $ 使 Adhé=C. 

分 析 首先 我 们 试图 异 助 于 自然 数 序列 构造 有 向 集 D. 要 求 Adhf==C, 就 要 求 VY XE 
C,& 常 在 的 每 个 邻 域 U. 不 管 怎样 ,x 本 身 总 是 属于 它 的 每 个 邻 域 的 . 因此 就 设想 ,让 
贴 到 每 个 自然 数 上 面 , 其 顺序 由 自然 数 的 大 小 而 定 , 而 它 在 & 之 下 的 像 就 还 x 的 本 来 面目 ， 
这 样 的 总 是 常 在 xz 的 每 个 邻 域内 . 根据 这 一 设想 正式 证 明 如 下 : 

证 令 DD 二 CXN ,dd 二 《0) 必 《roo 贡 ) 一 ds 他 nl 攻 no. 易 见 过 是 品 的 一 个 定向 . 再 令 

§€: D>X, (rn) rx, 
即 得 网 &. 容易 验证 Adh#=C. | 0 

3.1.4 设 羡 =XX,XX, 为 积 空间 ,证 明 X 的 网 $= 《zy)yes 收 全 于 点 z= (zx' ,xr?) 舍 XX， 
的 网 (zco 收 敏 于 (Yi 一 1,2). 其 中 xv 一 (zl 好》. 

证 “一 ”YUE-Ax Cr)，i 一 1,2. 由 于 贡 XUasE-fx(z), 故 3 dED s.t. Y d>d,， 
2dEz7i XU 邵 2ELirzdiELa 所 以 ( 刀 )vco 收 敏 于 Xx' ,t=1,2. 

”VUEAxT), I UEANY (CT), i=1,2 s.t. U1 XUsCU. 由 假设 Y i=1,23 4d, 


ED s.t. VY d> d; zyEUi. 对 于 di,ds 又 I] do ED s.t. di<dod<do 故 当 d>d 时 
Xa = (TY,73) EU x U, CU 
所 以 (zy)vcep 收 伍 于 ~. 口 
3.1.5 试用 滤 子 的 收敛 性 刻 划 函数 有 : A 一 E'( 其 中 4A 为 E! 的 区 间或 天 的 区 域 ) 的 
极限 ;用 网 的 收敛 性 刻 划 函 数 f : [a,b]>E' 的 黎 曙 可 积 性 . 
解 (1) 设 a€4', 则 Y 6 二 0,B(a,6) 门 (4 一 {a}) 关 名. 于 是 
f((B(a,0)N (A (a)) 8, 且 对 于 人 6,6,， 
flBla,8) | (A — {a}) 
= f{Blad) NN (A4— (a Nf Ba,d) NN (A {a})). 
于 是 
B= {ff(Blad) MI (4m {a)))16 > 0) 
具有 有 限 交 性 质 , 可 生成 滤 子 多 ,可 以 证 明 对 这 个 滤 子 多 就 有 
Limf (x) = /OLE Lim. 
事实 上 ,车 Limf(z)==L. 则 VY e>03 6>0s.t. 当 zE4 且 0< xz-al <6 时 。 
f(z) — /|<e. 
即 V BO,e)3 >0 s.t. 
f(Blas60) MN (4 一 (ai)C(C 一 se 十). 
所 以 (eyl 十 Ee)EF,(Y e 之 0). 而 /的 每 个 邻 域 总 包含 s- 邻 域 ,由 [F.2] 知 Van(l)C. 记 . 即 
{ELimF. : 
反 过 来 ,车 1€Lim 隐 . 则 VY se 汪 0,U 一 el 十 ejEF, 故 3 86>0 st 
f(Bla,0) MN (A (ad)CU— el e). 
(这 是 由 于 多 中 有 限 个 成 员 之 交 仍 为 名 中 成 员 , 此 .多 是 由 多 生成 的 ). 此 式 正好 表示 : 
当 xrE4 且 0< |‖z 一 al <》 时 ， 
|f(x)—i|<e. 
也 就 是 ,Limf(z) = 
《2) [a, 杂 的 一 个 分 划 工 是 指 [a,6] 的 子 区 间 的 集合 T=={[zx; ivz]1i 一 1,2，a)， 
其 中 是 任意 的 , {x;) 合 于 条 件 :4a= 二 zo 过 zt 过 x+; 过 … 过 zx, 二 b. 记 
d(T) = max{|z; ~— zli = 1,2,. ,7n}. 
用 < 表示 了 上 的 选择 函数 , 即 Y [zz]ET,ce([z yz])E[zr yz], 现 令 
D = 《( 了 T,c)|T 为 [a,6] 的 分 划 ,c 为 了 上 的 选择 函数 }. 
定义 :对 了 D 中 任意 两 个 元 素 
(Tc < Tc) S06T) 2 6(T,), 
容易 验证 天 是 刀 的 定向 . 令 


aT) = 了 (ce(Lz oz]))r — zx). 
i=1 


则 oc: DE' 是 E' 的 一 个 网 . 于 是 可 定义 :如 果 o 收敛 , 则 称 f 在 [a,5]J 上 是 黎 曼 可 积 的 .o 
的 极限 就 叫做 在 [a,b]J 上 的 定 积分 . 国 


注 ”读者 不 难 验 证 这 里 关于 定 积分 的 定义 与 《 微 积分 》 中 的 定义 是 一 致 的 . 事实 上 ， 
atT ce) 就 是 一 个 积分 和 . 只 不 过 现在 的 定义 更 精确 ,而 过 去 的 定义 总 是 有 点 别扭 . 它 既 不 
是 函数 的 极限 ,又 不 是 数列 的 极限 ,是 一 种 新 的 极限 ,而 在 微 积 分 中 又 没有 提出 这 种 新 的 极 
限 理 论 ,试图 用 函数 极限 的 老 概 念 来 描述 这 种 新 的 攀 限 (积分 ) 概 念 ,就 难免 产生 别扭 . 现在 
用 网 (或 滤 子 ) 的 收敛 概念 来 刻 划 就 顺理成章 了 . 至 于 这 个 极限 的 唯 -- 性 问题 将 由 第 四 章 可 
知 , 这 是 由 五 : 的 所 谓 Hausdorff 性 质 所 决定 . 在 此 不 必 担 心 . 

由 这 个 例子 可 见 网 (或 滤 子 ) 的 收敛 理论 将 序列 的 极限 (序列 本 身 就 是 一 个 网 ), 函 数 极 
限 , 歼 曼 积分 那 种 极限 统一 起 来 了 . 

3.1.6 设 久 为 XX 的 滤 子 . 证明: 

Lim. = 二 门 {Adh|% 为 的 滤 子 且 .2 CC 5}. 

证 左 端 C 右 端 是 显然 的 . 

现 设 xE 右 端 , 但 xz 冬 Lim 多 . 则 3 UEN (zr) s.t. U 人 .多 . 故 由 [F.2] 知 VY FE ， 
(ZU) 站 Ff 关 儿 .于 是 再 由 [Ff. 3] 知 . 多 Ut{%BU} 具 有 有 限 交 性质 , 它 可 生成 一 个 滤 子 , 记 为 作 ， 
则 ZUEB 有 有 多 性 多 | 

由 于 VE-1Cr), 故 zx 入 宕 U. 因此 xz 所 Adh 史 ,这 与 假设 reE 右 端 矛盾 ,所 以 re Lim 罗 ， 
这 就 完成 了 证 明 . 口 


(二 ) 常见 错误 分 析 


3.1.7 证 明 : X 的 滤 子 .是 超 滤 子 苇 对 久 的 子 集 4, 如 果 Y FE 有 ANF 了 乡 , 那 
么 AE.Z. 
”分 析 下 述 证 明 有 何 错误 . 
(1) 必要 性 ”假定 . 安 是 超 滤 子 .4CX 且 Y FE. 守 有 4mF 关 厅 , 则 
SBS=FU {ANFIFE.F}U A) 
显然 是 XX 的 滤 于 ,有 是 光 民 ,AE 吃 .由 于 . 祈 是 超 滤 子 , 故 罗 = 元 , 从 而 A€ 

(2) 充分 性 ”假定 “对 七 的 子 集 4, 如 果 YV FRE. 有 ANMF 关 那么 AE. 宛 ”这 个 条 件 
满足 . | 

现 设 有 关 的 滤 子 史 汪 多 . 则 VY GE 多 有 Y FECGS,G 站 FF 关 儿 ,所 以 据 假 设 条 件 GE 
' ,从 而 多 = 多. 即 .2 是 超 滤 子 . . 

分 析 上 述 第 (2) 部 分 是 正确 的 . 而 第 (1) 部 分 ,问题 就 出 在 “显然 ”二 字 上 ,上面 构 作 的 
多 实际 上 未 必 是 滤 子 . 因为 无 法 证 明 如 果 有 某 个 下 E 罗 以 及 CCX 使 CREm4 时 , 必 有 
CE 弥 . 例如 .多 一 居中 原点 的 邻 城 滤 子 -7(O),， A={0O0}, 显然 Y RE 安 =-fO), 必 有 4 
FF={0} 关 名 . 而 且 (0,1} 沪 ANMF, 但 

{O01} FU{ANFIFE SU = OU (aA). 
所 以 .UIANFIFRE.}U14}) 就 不 是 滤 子 . 

育 目 取 巧 ,以 为 是 显然 的 ,而 不 去 认真 验证 有 关 条 件 , 这 是 初学 者 的 一 个 通病 ,常常 因此 
导致 错误 . 劝告 初学 者 镇 用 “显然 ”二 字 . 仔细 一 点 为 好 . 另外 上 述 错误 也 反映 了 错 者 不 善 
于 利用 具有 有 限 交 性 质 的 子 集 族 能 生成 滤 子 这 一 方便 的 方法 . 正确 的 证 明 应 为 ; 

由 假设 可 知 .U1{A} 具 有 有 限 交 性 质 , 故 可 生成 滤 子 吃 . 于 是 了 UtA}C 史 ,而 .7 是 
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超 滤 子 , 所 以 多 = 天 ,从 而 4E5= 字 ，- 图 

3.1.8 证 明 X 的 滤 子 .9 是 超 滤 子 V 4CX.4Ez2 与 名 4E .5 二 者 必 居 其 一 . 

分 析 下 述 证 明 有 何 错误 . 

(1) 必要 性 设 . 是 超 滤 子 ,ACX, 要 证 AE. 鱼 或 54E 

V FEY, 如果 A 站 Ff 关 2， 

则 由 上 一 感 的 结论 知 A€.F ,如 果 A 站 FRF= 名 , 则 (多 4) 人 站 Ff 了 CB. 故 安 4E8. 

(2) 充分 性 ”假定 VY ACX,AE. 了 或 区 AE 沪 .又 设 有 的 滤 子 信和 且 GE 人 YG,G 
.于 是 宪 GE .CY 现在 G 与 G 都 属于 多 ,但 G 站 SCG= 他 与 滤 子 的 条 件 LF. 3],[F. 
]] 了 矛盾. 所 以 光 =. 祈 , 即 .7 为 超 滤 子 . 

分 析 上 述 第 (2) 部 分 是 正确 的 ,第 (1) 部 分 则 是 错误 的 . 是 逻辑 上 的 错误 . 

在 B3.1.7 中 “如 果 V FE.S 有 4fiR 天 好 ?这 个 条 件 是 指 -一 个 固定 的 4 与 每 一 个 下 都 
相交 ,而 上 述 第 (1) 部 分 证 明 中 的 语句 ;“Y PE 多 如 果 4 站 FF 关 名 , 则 …, 如 果 4 门 F 二 名 ， 
则 …” 是 指 任意 指定 一 个 屎 后 (虽然 是 任意 的 ,但 是 随后 的 讨论 却 是 已 被 指定 的 ), 就 会 出 现 
ANMmF 关 名 与 4NF= 名 这 两 种 状况 . “如果 … ,如 果 …” 就 是 对 这 两 种 状况 分 别 讨论 . 事实 
上 没有 去 对 照 验 证 “如 果 V FE. 有 4 门下 关 好 "这 个 条 件 ， 从 表面 上 看 似乎 差 不 多 ， 但 仔 
细 看 来 ,这 里 有 个 逻辑 上 的 语序 问题 . 

“如 果 V FE.F 有 4 门 F 关 好” 这里" 如果” 在 前 . 

“VY FE. 如 果 4 门 F 关 名 …” 这 里 “如果” 在 后 ,这 一 前 一 后 意义 却 完 全 不 同 . 前 者 的 
“如 果 " 是 管 住 “ 所 有 的 FE. 之 ”的 ,后 者 的 “如 果 ” 只 能 管 住 * 从 .中 任意 取 定 的 一 个 F”， 所 
以 逻辑 上 的 语序 是 十 分 重要 的 ,应 当 引 起 注意 、 

正确 的 证 明 如 下 

目的 是 要 证 AE.9 或 安 A4E.. 于 是 我 们 假定 A&. 也 .只 要 能 证 明 安 AE. 即 可 . 

由 4A 多 知 V FEF ,FN 多 A 关 ZI( 注 ,这 里 下 们 梁 hA 关 避 是 对 所 有 的 FF 都 成 立 的 !1)， 
于 是 由 B3.1.7 的 结果 可 知 儿 AE.F ,从 而 得 证 . 口 

另外 提醒 读者 应 注意 下 面 两 个 问题 ,否则 也 常常 会 引起 错误 . 

1. 当 考 虚 革 的 子 空间 S 时 ,S 中 的 网 :D>S,E= 《xs)yev. 自然 地 可 视 为 区 中 的 网 ， 
因为 is。§: D>X 是 外 的 网 , 且 Y dED,is。é(qd)= 二 (4d) 二 zx. 故 也 可 用 (xa)sep 表 示 . 但 
S 的 滤 子 多 却 不 是 X 的 滤 子 ,因为 XX 的 滤 子 必定 包含 多 ,但 因 . 多 是 5S 的 滤 子 ( 当 5S 是 真 
子 空间 时 ),X 人 多 ,不 过 .多 作为 六 的 子 集 族 具有 有 限 交 性 质 , 故 可 生成 外 的 一 个 滤 子 ,我 
们 把 这 个 滤 子 视 为 子 空间 的 滤 子 在 原始 空间 中 的 自然 的 表示 . 可 见 C3.1.6 中 的 表述 . 

2. 设 三: XY. 

车 为 区 的 网 , 则 f。& 自然 也 是 了 的 网 ,可 视 为 上 在 上 下 的 像 . 

但 车. 多 为 XX 的 滤 子 , 则 f( 多 )=={f(F)|FE. 安 } 就 未 必 是 Y 的 滤 子 ,比如 f OO FY 
时 ,Y 就 不 属于 f(.). 不 过 fl ) 具 有 有 限 交 性 质 ,可 生成 滤 子 ,不 难 验证 这 个 滤 子 为 


ef 
f(T)IEE GCXAIFEF st fF)CGO). 


我 们 称 广 ( 丈 ) 为 罗 在 大 下 的 像 滤 子 . 
对 于 “ 原 像 " 更 复杂 一 些 . 


如 果 ?一 (ye)veo 是 工 的 网 ,一般 地 7 了 没有 原 像 . 当 /为 满 射 时 ,VY dED 选取 一 点 mE 
三 〈{(y)})， 则 (zs)veo 可 视 为 了 的 原 像 , 显 然 了 的 原 像 不 唯一 ,因此 对 于 和 的 网 上 6,/ 。 6 的 
原 像 ( 如 果 存 在 的 话 ) 未 必 就 是 &. 

如 果 多 是 了 的 滤 子 ,一 般 地 广 (多 )={ 广 '(G)1GE 多 } 甚 至 可 以 没有 有 限 交 性 质 ,因为 
好 就 可 能 属于 f° "(多 ). 当 上 为 满 射 时 , 则 广 ' (多 ) 具 有 有 限 交 性 质 , 但 未 必 是 滤 子 ,不 过 它 可 
生成 一 个 滤 子 可 记 为 三"( 史 ) ,可 称 之 为 多 的 原 像 滤 子 , 可 以 证 明 三 广 !(G) 一 多. 

在 /为 满 射 时 ,尽管 了 的 每 个 滤 子 都 有 原 像 滤 子 , 但 对 于 XX 的 滤 子 史 , 太 (多 ) 的 原 像 
滤 子 f°"( 久 ) 未 必 等 于 .多 ,一般 地 只 能 是 广 : 广 ( 罗 )CY 多 .这 正如 了 的 网 ?的 原 像 不 唯 
一 是 雷同 的 

以 上 这 些 事实 ,读者 可 自行 验证 , 


C 练习 是 


3.1.1 设 £ 为 下 的 网 (E : D>XX),， 7: 4X 为 上 的 子 网 5 : 一 X 为 7 了 的 子 网 . 证 
明 & 也 是 的 子 网 . 
3.1.2 设 4:D 一 是 XX 的 网 ,ACX. 证 明 ， 
(1) 终于 ASSE 不 常 在 儿 A， 
(2) 8 常 在 4 扣 不 终于 客 4. 
3.1.3 拓扑 空间 XXX 的 任 一 常 值 网 
€: DX, dré(d)=e, 
(c 是 久 的 固定 的 点 ) 总 是 收 合 的 , 且 
Limé = Adhé = {c]. 
3.1.4 (1) 设 撕 为 无 限 集 , 多 一 {(RCXISP 有 有限} 证 明 . 为 XX 的 滤 子 . 
(2) 设 针 为 不 可 数 集 ,多 = {FCXIF 可 数 ), 证 明 .F 是 苹 的 滤 子 . 
3.1.5 设 f: XxY,g :Y-*2Z. 证 明 : 
(g °f) (FF) = gf (FF)). 
其 中 多 为 X 的 滤 子 ,f* (多 ) 的 意义 如 B 中 所 述 ， 
3.1.6 设 4 为 XX 的 子 空间 ,. 为 4 的 滤 子 , 易 见 .多 具有 有 限 交 性 质 , 多 为 .多 生成 
的 X 的 滤 子 ,证 明 : 
(1) Lim 多 一 4 门 Limyx 宛 . 
(2) Adh, 多 一 4 门 Adh:c. 
其 中 Lims，Limxz，Adh,,Adhy 的 意义 同 B3. 1. 2. 


3-1.7 设 X= | |]X, p,: 一 ,为 投影 , 证明， 


人 GE 各 


(1) 如 果 多 ,是 XX; 的 滤 子 (VY AE 4), 则 电力 《〈 多 ) 具 有 有 限 交 性 质 ,可 生成 一 个 滤 子 
多 , 称 之 为 {了 ,he 4 的 积 滤 子 . 
{2) 如 果 多 是 巧 的 滤 子 , 史 是 (加 (8 丈 ) jea 的 积 滤 子 ,那么 多 C.F .其 中 px (2 ,) 的 意 
义 如 B 的 最 后 一 段 所 述 . 以 后 类 似 的 符号 都 表示 这 个 意义 . 
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(3) 如 果 多, 是 XX; 的 滤 子 (V 4A€E 4A),.F 是 {1)e i 的 积 滤 子 ,那么 VY AGE A,px 《〈 宛 ) 一 


3.1.8 判断 下 述 滤 子 是 否 为 超 滤 子 ? 
(1) X 为 无 限 集 ,PEX ,固定 , 安 一 (ECXIDE 天 )， 
(2) X 为 无 限 集 ,4CX 固定 , 且 至 少 有 两 个 不 同 的 点 .多 =1GCXI4CC). 
(3) 多, 二 {FCRIZF 有 限 }. 
(4) .了 ,二 {FCR| 宅 下 可 数 }. 
3.1.9 证 明 X 的 任 一 滤 子 多 都 有 
多 一 用 {多 | 多 是 的 超 滤 子 且 多 疙 多 }. 
3.1.10 ”如 果 {. 多 ,)es 为 空间 XX 的 一 族 滤 子 ,证 明 ， 
Lim( NZ 1) 一 由 Lam 2 
3.1.11 证 明 对 于 拓扑 空间 XX 的 任 一 滤 子 多 ,都 有 
(1) Adh.F=U {Lim 多 | 多 为 基 的 超 滤 子 且 .CY}. 
(2) Lim. 多 一 站 (1Adh 多 | 多 为 时 的 超 滤 子 且 了 FC 史 ). 
3.1.12 设 多 为 五 的 滤 子 ,V e>03 FE s.t. 6(F)<e. 证 明 3 导 xo€EE's.t. 
Adh.F = {xo} = Lim. 
其 中 SCF) 表 示 下 的 直径 . 


3 3.2 网 与 滤 子 的 相互 关系 


A 内 容 提要 


3.2.1 定 义 (1) 设 6 为 区 的 网 , 称 滤 子 
多 一 人 有 仁和 | 终于 天) 
为 由 导 出 的 滤 子 , 记 作 .多 一 6). 
(2) 设 .多 为 X 的 滤 子 , 取 
D= {((r,F)|IXr7EFE %) 
并 定义 
TPF) < (zy CR 
则 过 是 吃 的 定向 ,再 令 
é&: D>X, d= (rrF) Pré(d)=7. 
称 网 为 由 .F 导出 的 网 , 记 作 $=y( 多 ). 
(3) X 的 两 个 网 ,7 如果 和 导出 相同 的 滤 子 , 则 称 与 7 等 价 , 记 作 ~7. 
3. 2. 2 定理 (1) 设 久 为 XX 的 滤 子 ,Ef 一 J( 久 ), 多 = 二 gE€), 则 多 = 了 , 即 yj( 了 = 多. 
7 


(2) 设 革 为 XX 的 网 ,= 二 pq.) ,7 一 多) 则 7 一 和 即 pp(5) ~ 
3. 2.3 定 理 设 $ 为 X 的 网 ,.x 为 XX 的 滤 子 ,如 果 . 世 = 二 gl 人) 或 &=p(F), 又 7~§,4 
CX. 则 
(1)7 常 在 4 人 6 常 在 4c3VY FE ,FF 站 A 
(2) 7 终于 A 针 &E 终 于 AAE.Y. 
(3) 当 义 为 拓扑 空间 时 ， 
Adhy = Adhé = Adh.,， 
Limy = Lime = Lim. 安 . 
3. 2.4 定 理 (1) 如 果 #,7 为 X 的 网 ,7 是 6 的 于 网 , 则 滤 子 PE)C9P(7)， 
(2) 设 和 为 和 的 网 ,多 为 天 的 滤 子 ,如 果 多 沪 p(5), 则 存在 的 子 网 5 使 史 一 7). 
(3) 如 果 .7, 多 为 XX 的 滤 子 且 多 多 ,=J(F),7 二 Jy( 多 ), 则 存在 的 子 网 7' 使 7* ~ 


3.2.5 定理 拓扑 空间 关中 的 点 工 为 网 的 接触 点 全 存在 $$ 的 子 网 7 收 鳃 于 蔗 . 


B 例题 


(—) 


网 与 滤 子 两 套 收敛 理论 实质 上 是 等 价 的 . 它们 各 有 利弊, 相辅相成 . 网 可 以 导出 滤 子 ， 
滤 子 也 可 以 导出 网 ,并 保持 收敛 关系 (A3. 2. 3). 尽管 这 样 ,网 与 滤 子 彼此 之 间 却 不 是 -- 一 对 
应 的 (A3. 2.2(2)，A3. 2.4(3) 就 反映 了 这 一 点 ). 因为 对 于 一 个 固定 的 非 空 集 X 而 言 ,X 的 
所 有 滤 子 构成 一 个 集合 , 它 是 安安 (X) 的 子 集 . 而 “X 的 所 有 网 构成 的 集合 ”与 “所 有 和 集合 
构成 的 集合 ”同样 是 没有 意义 的 . 因为 它 同样 会 导致 悖 论 . 这 就 有 一 点 小 小 的 麻烦 . 特别 
是 涉及 子 网 与 较 大 滤 子 时 ,彼此 之 间 就 不 能 自然 地 转换 了 . 等 价 网 的 概念 正 是 为 了 解决 这 
个 麻烦 而 引进 的 . 既然 网 与 滤 子 是 用 来 讨论 收敛 性 问题 的 . 正如 序列 的 收 化 性 一 样 , 它 完 
全 取决 于 序列 的 尾部 而 与 它 前 面 的 任意 有 限 项 是 无 关 的 . 因此 把 终于 相同 集合 的 两 个 网 叫 
做 等 价 的 . 这 是 很 自然 的 . 如 果 把 等 价 的 网 当 作 同一 个 网 看 待 ,在 这 个 意义 上 网 与 滤 子 就 
一 一 对 应 了 ,并 且 子 网 与 较 大 滤 子 之 间 也 一 一 对 应 了 (A3.2.2(2),A3.2.4(3)). 为 了 方便 ， 
我 们 可 以 考虑 由 X 的 一 部 分 网 构成 的 集合 , 称 之 为 X 的 不 等 价 网 的 完全 集 , 记 作 CN(X)， 
它 满足 两 个 条 件 :(i) 对 于 XX 的 任何 一 个 网 &, 总 存在 网 7ECN(X) 使 ~ 一 7，Gii) CN(XX) 中 
任意 两 个 不 同 的 网 都 不 等 价 . 于 是 CN(X) 与 了 的 所 有 滤 子 构成 的 集合 ( 记 作 CF(X)) 是 一 
一 对 应 的 . 

事实 上 ,对 于 p: CN(X) 一 CF(X), 5XE), 由 条 件 (ii) 知 是 单 射 , 又 对 任 一 元 E 
CF(X), 由 条 件 Gi) 知 存 在 EECN(X) 使 :~y( 祈 ). 于 是 pg(8)= 一 yy( 了 FF)=. 了 FV. 故 yp 也 是 满 
射 ,这 就 证 明了 CN(X) 与 CF(X) 是 一 一 对 应 的 . 

3.2.1 试 写 出 与 B3.1.6 相当 的 网 的 命题 并 加 以 证 明 . 

解 “与 B3.1.6 相当 的 命题 是 ， 

“对 于 拓扑 空间 关 的 任何 一 个 网 ,都 有 im 二 门 {Adh7|wyECN(X) 且 wy 与 的 子 网 


等 价 }”， 
证 明 如 下 :[ 法 一 ] 设 和 区 =Ae). 我 们 证 下 述 集 合 卫 , 与 忆 一 -- 对 应 : 
[== {717E€ CN(X) 且 7 与 的 子 网 等 价 } 
T, = (SITE CF(X) HB .7 CY}. 
易 见 VPC 六 .我 们 证 p 在 局 上 的 限制 ( 仍 记 作 9) 
vp: DT, 

是 一 一 的 ,只 需 证 9 为 满 射 , 因 已 知 g 是 单 射 . 

设 作 ET,, 由 于 多 DD 这 一 g(&), 故 由 A3.2.4(2), 存在 的 子 网 7 使 史 =g(y' ). 对 于 

7' 义 存 在 7ECN(X) 使 7 一 7, 于 是 77) 一人 1 ) 二 人才 故 9? 是 满 射 ， 从 而 是 一 一 的 . 现在 就 

有 

Limé= LimF = {Adh¥ lg €E CF(X) FFC) 
一 有 站 {Adh7|7 E CN(X) 且 7 与 的 子 网 等 价 }. 
[法 二 ] 只 需 证 
、 Limé 必 站 1Adh717 E CN(X),y 与 二 的 子 网 等 价 }， 
假定 x&Limé&, 则 3 VEL(z) s.t. 6 不 终于 局 , 即 上 常 在 名 07. 车 = (zyvc 则 
A= {dE€ DIzx € GU) 
是 DD 的 共 尾 子 集 , 由 B3.1.1 知 Y= 二 &£|s。 是 的 子 网 . 因 六 在 纪 UV 中 ,由 C3.1.2(1) 知 7" 不 
会 常 在 局 ,所 以 x&Adhy". 又 对 于 3 7ECN(X) s.t. 六 一 四 所 以 
包间 (Adh7|7 E€ CN(X),7 与 的 子 网 等 价 }. 
这 就 表明 
Lime 也 门 {Adhyl7E CN(X), 7 与 的 子 网 等 价 ). 

从 而 等 式 成 立 . 口 
涉及 网 的 构造 ,常常 会 有 面 对 有 向 集 的 茫茫 大 海 不 知 所 措 的 感觉 . 这 时 改 用 滤 子 来 处 

理 就 较为 方便 . 

3.2.2 根据 网 与 尖子 的 关系 角 B3. 1. 3. 
解 显然. 宛 = {FCX|CCF) 是 X 的 滤 子 , 且 
Adh7 =N {FIFE =C=C. 

于 是 令 一 多 (7 ), 即 , 宛 导出 的 网 就 合 要 求 . 口 ] 
注 虽然 这 里 得 到 的 网 与 B3. 1. 3 中 构造 的 网 不 一 样 ,但 容易 验证 它们 是 等 价 的 . 
3.2.3 证 明 对 于 任 一 网 上 : D-~X, 总 存在 集 族 x CZ(X) 满 足下 述 三 个 条 件 : 

(1) -cz 夭 区 上 且 有 和 常 在 .ez 的 每 个 元 ， 
(2) -ez 的 任意 两 个 元 之 交 属 于 .ezr. 
(3)Y 4CX 或 4Ew 或 客 4E or 
证 [法 一 ] 设 匀 = P67 为 包含 多 的 超 滤 子 ， 则 x 满足 条 件 ， 事实 上 ,.w 关 

儿 是 显然 的 ,又 Y dE D, Bs 一 (zo |d'>d})E.FCy 所 以 ,VY AE1 ,BJA 关 G, 从 而 

3 d'>ds.t. €(4d')=xzyE€ A, 即 $ 常 在 A. 条 件 (1) 满 足 . 由 于 .er 是 超 滤 子 , 故 (2),(3) 显 

然 . 

[法 二 ] “不 用 网 与 滤 子 的 关系 ,也 不 沿 着 由 网 导出 滤 子 的 思路 ,直接 证 明 如 下 : 
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令 
及 一 {多 CZ(X)| 多 清 足 (1),(2)). 

因 ({XX}EGB, 故 上 $ 关 名 ,由 “CC” 给 出 劝 的 偏 序 . 设 炙 是 旬 的 全 序 子 集 , 显 然 UVEDB 有 有 EUV 是 
业 的 一 个 上 界 . 于 是 据 Zorn 引 理 . (®, 必 ) 有 极 大 元 -x , 现 只 和 需 证 xv 满足 条 件 (3) ,为 此 
先 证 

(x ) 设 BCX, 若 V AE.xx7 ,6 常 在 4 门 B, 则 BE x. 

事实 上 , 令 . 

A =U {BIU{ANBIAE of), 

显然 有 ,ez EB 且 .zCy' ,由 .oz 的 极 大 性 知 .or = 二 7, 故 BE 

现 证 .er 满足 (3). 设 ACX, 车 A 多 -wf , 据 (x)3 A1E.2Y st 不 常 在 A1 门 4 内 , 即 
Ij dEDs.t, Vd>qdoyrs 人 外 门 4 即 终 于 多 (A 门 4)=( 儿 FA1)U(ZA). 

又 VY A" Ex, 据 (1 辣 常 在 A. 所 以 常 在 A* 站 (多 A1U 儿 A). 再 由 (x )( 富 4 US 4) 
E29. 再 由 (2) A 站 (BEAUFA)E, 即 Al 门 EAE -AY. 所 以 V A46E2, 据 (2) 40 人 (41 站 
S 宪 4)E.ez. 故 由 (1) 常 在 4 站 (4 站 名 4)C4o 门 多 4. 再 由 (<* ) 即 得 , 光 4E .x 口 

注 实际 上 满足 条 件 (1),(2),(3) 的 集 族 -x 必 为 和 的 超 滤 子 . 首先 -er 显然 满足 
[F. 1],FF.3]. 现 设 4E.ez,BD4, 我 们 证 BE.ez. 若 有 人 .or , 则 由 (3) 安 BE 于 是 由 (2) 
4 站 多 BE , 故 由 (1)8 常 在 A4 门 多 B. 然而 A 站 ZBCAN 宅 A 二 名 ,这 是 一 个 矛盾 ,所 以 
[F. 2] 也 满足 ,从 而 .wx 是 滤 子 ,再 由 (3) 便 知 -ez 是 超 滤 子 ,所 以 [法 一 ] 是 自然 的 ， 


(二 ) 常见 错误 分 析 


3.2.4 试 利用 网 与 滤 子 关系 证 明 下 述 两 个 命题 是 等 价 的 : 
(1) 如 果 ,7 是 拓扑 空间 XX 的 网 ,7 是 和 的 子 网 , 则 
Lime C Limy. 
(2) 如 果 安 ,多 是 拓扑 空间 的 滤 子 ,.C 己 儿 , 则 
Lim. 多 C Lim’s. 
试 分 析 下 述 证 明 有 何 错误 : 
假定 (1) 成 立 . 即 如 果 7 了 是 上 的 子 网 , 则 
Limé C Limy. 
现 设 多 = 一 ME) ,多 二 9A7), 则 .多 CC 史 . 由 于 
Lim% = Limé, Lim® = Lim”. 
所 以 
Lim% C Lim’®s. 
反之 ,假定 (2) 成 立 . 即 如 果 多 己 多 , 则 
LimF C Lim®s. 
现 设 =y( 祈 ),7' 一 y( 多 ), 则 存在 的 子 网 7 使 79~7*. 由 于 Limf==Lim ,Lim7 二 Lim7* 
二 Lim 多 ,而 Lim. CLimS, 所 以 
Limé C Limy. 
即 (1) 成 立 , 
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分 析 由 (1) 证 明 (2) 时 ,多 与 多 是 预先 给 定 的 X 的 滤 子 , 且 已 知 .多 CC 多 , 据 题 意 是 要 
在 (1) 成 立 的 前 提 下 证 明 Lim 多 CLim 多 . 所 以 应 将 已 知 的 . ,多 转化 为 网 ,才能 利用 (1) 的 
结果 . 而 上 述 证 明 却 把 给 定 的 多 ,多 丢 在 一 边 , 把 它 遗 忘 了 ,另外 假设 史 , 乡 , 对 于 新 假设 的 
六 ,多 去 证 明 结论 . 这 是 不 合 逻 辑 的 . 正确 的 证 明 就 应 是 :从 已 知 的 多 ,多 出 发 . 

令 =J( 多 ),y 二 J( 多 ), 由 于 .多 CC 多 ,由 A3.2.4(3), 存 在 $$ 的 子 网 Y' ,使 7' ~7. 由 (1) 
得 


Limé C Limy* 
再 由 A3. 2. 3(3) 
Lim.F = Limé C Limy’ = Limy = Lim®. 
所 以 (2) 成 立 . 
至 于 上 述 第 二 部 分 由 (C2) 成 立 证 (1) 也 成 立 是 类 似 的 ， 口 


C 练习 题 


3.2.1 设 上 是 X 的 网 .erC2(X) 满 足 条 件 ， 

(1) .天 好 上 且 有 常 在 .oz 的 每 个 元 ， 

(2)Y4,4E.o3a4Eost hs 性 Ai 门 42. 证 明 存 在 的 子 网 ,使 7 终于 .ex 的 每 
个 元 . 
3.2.2 试 叙 述 与 C3.1. 3 相当 的 有 关 滤 子 的 命题 ,并 加 以 证 明 . 

3, 2.3 试 叙 述 与 B3.1.4 相 当 的 有 关 滤 子 的 命题 ,并 加 以 证 明 . 
3.2.4 ”我 们 定义 忆 的 网 叫做 六 的 万 有 网 时 VY ACX,E 要 么 终于 4A, 要么 终于 4. 
证 明 : 

(1) 万 有 网 导出 的 滤 子 是 超 滤 子 , 超 滤 子 导出 的 网 是 万 有 网 . 

(2) 万 有 网 的 等 价 网 是 万 有 网 . 

(3) 万 有 网 的 子 网 是 万 有 网 . 

(4) 设 卫 :X-Y 为 下 的 万 有 网 , 则 .为 了 的 万 有 网 . 

(5) X 的 每 个 网 都 有 一 个 子 网 是 万 有 网 . 

(6) 为 外 的 万 有 网 司 YV 4CX, 若 二 常 在 4, 则 & 终 于 4， 

(7) 车 为 拓扑 空间 XX 的 万 有 网 , 则 

Limé = Adhe， 
3.2.5 设 了 :X-sr, 证 明 ， 
(1) 若 二 为 和 的 网 ,多 三 扩 6)，, 则 
Hf =f (FF)= f° (mE)) 

(2) 车 罗 为 久 的 滤 子 ,=F ),7=J(f* (多 )), 则 7~f 

(3) 若 罗 为 和 的 超 滤 子 , 则 矿 (多 ) 为 了 的 超 滤 子 . 

3.2.6 试 叙 述 与 C3,1.11 相当 的 网 的 命题 并 加 以 证 明 . 

附注 ”由 本 节 的 基本 内 容 全 面 揭示 了 网 与 瀑 子 这 两 套 收敛 理论 的 等 价 性 ,并 利用 等 价 
网 的 概念 ,能 使 这 两 套 理论 中 相应 的 命题 可 以 自动 转换 . 这 样 我 们 就 可 以 扬长 避 短 ,发挥 两 
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套 理论 各 自 的 优势 来 处 理 有 关 问 题 . 等 价 网 的 概念 是 编者 由 于 讲授 这 门 课程 的 需要 ,于 
1982 年 引进 的 ,并 写 进 了 1983 年 的 讲义 ,后 又 移植 到 了 不 分 明 拓 扑 空 间 , 以 简报 形式 发 表 
于 南京 大 学 学 报 数学 半年 刊 1985 年 第 1 期 (p. 50--p. 52), 在 有 关 文 献 中 , 曾 用 “ 滤 子 基 " 的 
概念 讨论 过 网 与 滤 子 基 间 的 相互 关系 ,遗憾 的 是 文中 给 出 的 涉及 子 网 与 “加 细 滤 子 基 " 之 间 
关系 的 一 个 命题 是 错误 的 ,被 编者 用 反例 加 以 理 定 ( 详 见 数学 半年 刊 NO. 1(1985) 发 表 的 编 
者 的 短文 ). 不 过 与 这 一 命题 无 关 的 其 它 一 些 结果 还 是 很 有 用 的 . 我 们 这 里 没有 讨论 滤 子 
基 . 有 兴趣 的 读者 可 参阅 : R. G. Bartle，Nets and filters in topology, Amer. Math. 
Monthly, 62(1955), 551—557. 


$ 3. 3 ”收敛 理论 的 初步 应 用 


A 内 容 提要 


3. 3.1 定理 在 拓扑 空间 关中 , 设 4CX,rEX, 下 述 条 件 等 价 ， 
(1) x€EA. | 

(2) 存在 XX 的 滤 子 ' 光 使 A€ 日 XE€ELim 多 . 

(3) 存在 XX 的 网 使 终于 A 且 xELimét. 

(4) 存在 4 中 的 网 7 使 zxE Lim7. 

(5) 存在 4 中 的 网 8 使 x€ Adht. 

(6) 存在 大 的 滤 子 多 使 AE 且 x€EAdh%. 

3.3.2 定理 设 f:X>Y,xEX. 下 述 条 件 等 价 : 

(1) ff 在 x 处 连续 . 

(2) 车 为 XX 的 网 ,xELimé&, 则 f(x)ELimf 。&. 

(3) 若 .多 为 外 的 滤 子 ,XELim 久 , 则 f(x)ELimf' ( 久 ). 

3. 3. 3 定理 设 ACX, 且 4 汉人 好. 则 

(1) 4 为 闭 集 全 对 4 中 每 个 网 < 都 有 LimeC4. 

(2) 4 为 闭 集合 对 区 的 每 个 滤 子 丈 都 有 Lim 性 A. 

注 ”这 个 定理 简单 地 讲 :A 为 闭 集 等 价 于 对 网 的 收 敏 性 与 滤 子 收敛 性 是 封闭 的 . 


B 例题 


这 里 主要 是 用 网 与 滤 子 的 收 全 性 来 刻 划 闭 集 概念 以 及 映射 的 连续 性 ., 特别 是 在 用 网 刻 
划 时 ,在 形式 上 与 数学 分 析 或 实 变 函 数 中 用 序列 刻 划 的 情形 完全 类 似 . 解 题 方法 也 类 似 . 
3. 3.1 试用 网 或 滤 子 的 收敛 性 证 明 : 对 于 XX 的 子 空间 S 的 子 集 ACS, 有 
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Cl4 = (ClxA) 门 S. 
证 (一 ) 用 网 
设 rECl;A,; 则 由 A3. 3.1(4) 存 在 S 的 网 &: D>S 使 (DCA 日 +E€ELimst. 由 B3. 
1. 2 知 
Limsé 一 SP (Limxtis » £)). 
所 以 xES 且 xELimx(is，&). 由 于 is*。&(D)CAh, 故 由 A3.3.1(4) 知 TEClxA. 
反 过 来 ,如 果 zrE(Clx4)mS, 则 zxEsS 且 存在 和 的 网 <E:D-X 使 SOD)CA4 且 zeE 
]imxé. 令 
£3 D-S,db td) ed), 
则 =is ,Limss=SNLimxGs。 人 )=SNLimx, 所 以 XxELimst, 因 和 (D)CA, 故 xE 
ClsA. 
(二 ) 用 滤 子 
设 7ECls4, 则 存在 S 的 滤 子 . 使 AE.F 且 xELimy 由 C3.1.6 知 Lims 了 二 SN 
Limx 多 ,其 中 多 为 由 多 生成 的 X 的 滤 子 ,所 以 ES 且 zELimx 多 .而 4E. 安 CC 多 ,所 以 x 
E (Cl 4) 门 S. 
反 过 来 , 设 rE (Clx4) 门 S$. 则 ES 且 存 在 外 的 滤 子 . 允 使 AE.F 且 xELimx., 令 
SG= {FNSIFE 2)} 
易 证 多 为 S 的 滤 子 且 AE 史 ,由 泡 可 生成 站 的 一 个 滤 子 记 为 . 宛 *, 则 多 CF '. 面 x(x) 
CHCF', 故 TELimx 了 * ,又 TES, 故 
ESNLimyF" = Lims. 
从 而 rxECls4. 口 
3.3,2 用 网 或 滤 子 的 收 和 敛 性 证 明 : 若 f; : X 一 Y,(; 二 1,2) 连续 , 则 
JP: XXK>Y, XY,, (rr Pe fr) , frr’)) 
也 连续 (C1. 7. 3). 
证 (一 ) 用 网 
设 = (zyd)veo 是 XXXs 中 收 化 于 点 (zx' ,zx ) 的 网 ,其 中 zy 二 (xy,x). 我 们 要 证 9p。&= 
(zxz))vcep 收 敏 于 PCztzr) 一 (让 Cz f(r)). 
由 于 有 ,fi 均 连 续 , 且 网 Cz)se yp 收 化 于 工 , 所 以 《f(r))seo 收 合 于 f(x) ,i=1,2, 从 而 
P "有 收 敏 于 Hx) 二 (fi(x1),f,(x?)). 这 就 证 明了 gp 连续 . 
(二 ) 用 滤 子 
设 XXX 中 的 滤 子 .> 收 僵 于 《zx' ,zr?), 则 XX; 中 的 滤 子 pi (FF) 收 化 于 xi p; : XXX， 
一 X; 为 投影 . 由 于 f; 连续 .所 以 广 (p? (了 )) 收 化 于 f(x) ,==1,2, 现 记 x : 了, X7, 了 ， 
为 投影 . 我 们 证 明 
np (7) = fp (F). 
事实 上 ， ， 
np (3) 一 (人 (BCIY3RE9sot XoAF) CB}, 


一 103 一 


TAF) 一 {fpi(r)|r EF) = fp(F) 

故 
np (FF) = fp; (F). 

所 以 

mr 9《F) 收 证 于 f(x)， i= 1,2. 
于 是 由 C3.2.3 得 

9 (多 ) 收 化 于 (f(x), f(r?))》 = (x1 ,7:)， 

从 而 9 连续. 


C 练习 题 


3.3.1 设 轩 = 处 ,XX 为 积 空间 ,ACX),,BCX,. 试用 网 或 滤 子 证 明 : 
Clx(A x B) = (Clx A) x (Clx,B). 

3.3.2 用 网 或 滤 子 证 明 B1.7.2 的 结果 . 

3.3.3 设 : XY, 证 明 下 述 条 件 等 价 : 

(1) f 连续 . 

(2) 对 于 X 的 每 个 网 ,f(Adhf)CAdhf 。&. 

(3) Y TEX 及 收 伍 于 工 的 万 有 网 8,f。& 收 化 于 f(x). 

(4) Y XxEX 及 收敛 于 x 的 超 滤 子 多 ,三 ( 丈 ) 收 敏 于 f(x). 

(5) 对 于 X 的 每 个 滤 子 FF ,f(AdhF)CAdhf* (ZF ). 
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第 四 章 ”分 离 性 与 紧 性 ( I) 


§ 4.1 分 离 公理 [T。1 一 [T;] 


A 内 容 提 要 


4.1.1 定 义 拓扑 空间 和 的 [Ti;] 分 离 性 ,是 指 . | 

[T,] 对 和 中 任意 两 个 不 同 的 点 ,至 少 有 一 点 存在 一 个 邻 域 不 包含 另 一 点 . 

LT YYx,yEX 有 HE ryIUEANA(T I VEN(y) st 7xA7 且 yy 各 局 .等 价 地 ,Y x 
EX,{x) 是 闭 集 .， 

[To] Vx,yEXHE ryIUENx), VEN (GY) s.t. UMNV=Y. 

[Ts]  VxE 及 不 包含 过 的 闭 集 眉 ,3 U,VErxs.t. XEU, FCV 有 UNV=. 

LT 对 任意 一 对 不 相交 的 闭 集 ,Fi, 存在 不 相交 的 开 集 U1,,U, 使 已 CD 一 1,2. 

[LTs] 对 XX 的 任意 一 对 隔离 子 集 4A,B, 存 在 不 相交 的 开 集 U,V 使 ACU ,BCTV， 

具有 [T;] 性 质 的 空间 蕊 ,也 叫 和 满足 CLT;] 分 离 公 理 .i 二 0,1,2 时 就 分 别 叫 TT 空间 ,T 
空间 ,T, 空间 ,Ts 空间 也 叫 Hansdorff 空间 ,具有 [Tsj],[T,j],[LT;] 性 质 的 空间 ,分 别 叫做 正 
则 空间 ,正规 空间 ,完全 正规 空间 . 正则 的 人 T 空间 叫 T 空间 ,正规 的 Ti 空间 叫 和 空间 , 完 
全 正规 的 T 空间 叫 Ts 空间 . 

显然 T ,空间 >T; 空间 ， i=0,1,2,3,4. 

度量 空间 是 fs 空间 . 

4.1.2 定理 在 T, 空间 针 中 , 任 一 子 集 4 的 聚 点 都 是 A 的 ow 聚 点 . 从 而 有 限 集 没有 
聚 点 . 

4.1.3 定 理 下 述 条 件 是 等 价 的 ， 

(1) X 是 Hausdqorff 的 ， 

(2) XX 的 每 个 收敛 网 有 唯一 的 极限 . 

(3) X 的 每 个 收敛 泪 子 有 唯一 的 极限 . 

4.1,4 定理 (1) (X,czx) 是 正则 的 全 VY xEX 及 DUGE.ACz) 站 re YErys.t. 

TEVCVCU. 
(2) 《XX,rx) 是 正规 的 兮 对 贸 的 每 个 闭 集 下 以 及 包含 下 的 开 集 U ,存在 VErx 使 
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FCVCVCU. 


B 例题 


〈 一 ) 


本 节 集 中 给 出 了 分 离 性 质 ( 分 离 公 理 )LToj 一 LT:], 主 要 的 是 LT 一 LT . 解 题 时 关键 
是 要 抓 住 每 个 分 离 性 的 特征 性 质 . 有 关 Hausdorff 性 质 ， 有 时 用 网 (或 滤 子 ) 来 处 理 较为 方 
便 . 
还 要 注意 :之 3 时 ,有 些 著作 的 术语 与 我 们 所 用 的 术语 正好 相反 ,T; 空间 未 必 欧 涵 T,， 
而 正则 ,正规 、 完 全 正规 要 求 满足 [T;]. 读者 在 阅读 不 同 的 著作 时 ,要 注意 这 一 差别 . 
4.1.1 证 明 T 空间 (X,r) 中 , 任 一 子 集 4 的 导 集 少 是 闭 集 . 
证 [法 一 ] 我 们 证 (4 )'CA'. 设 xEC47, 则 VUEATCO)Nr, UN (CA' 一 {zx)) 关 
名 , 故 3 yEUP (4 一 {x)), 于 是 UEA(y),y 关 Xz); 且 yEA'. 因 站 是 TT 的 , 故 3 VE. f(y) 
st 7 和 ,当然 有 zkVYnz. 而 VE.-ACy) ,所 以 
VNUNGA- {yD 
UNGAm {r= U0 {HNNADTYNOD)- {xr )NaA 
= (VN NAAG. 
从 而 zE 4 , 即 得 (4)》 ”CA',A' 为 闭 集 . 
[法 二 」] 据 杨 忠 道 定 理 (B1. 2. 6), 只 和 需 证 Y zEX,{z)' 是 闭 集 . 由 于 {z)Cfzy 
{7}. 所 以 {x)' = 二 必 是 闭 集 . 从 而 X 的 每 个 子 集 4 的 导 集 4' 是 闭 集 . 
4.1.2 证明: 如果 T, 空间 (X,r) 有 一 个 有 限 的 基 多, 则 久 是 仅 含有 限 个 点 的 离散 空 
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间 . 
证 设 允 有 an 个 成 员 , 而 和 为 无 限 集 . 取 定 ziEX 则 3 BE 允 st xr1€ Bi. 现 归纳 地 
假定 对 于 X 的 & 个 不 同 的 点 zyvz…r 存在 胞 的 《个 元 瑟 ,B:…,B 使 YV 7 一 1， 
2,.… ,kTEB), 且 当 j 宇 2 时 ,x1,z.，,… ,x ,都 不 属于 B;, 从 而 Bi,B,,…,Bi 互 异 . 
得 取 zx11 EX 一 {riyxzr Ta}; 则 于 UEA(ri1) st zxU(G=1,2,…,k), 于 是 


k 
AU; Ef(rn 


{T1200 72} 门 (fv) = 好 . 
， 六- 
3 BE .多 st、 Tr € BB,,, cfiv,, 
从 而 
{xisTa 0 Tt} (Bs, = . 
故 B41 多 1B1,B,,… ,Bi}. 于 是 由 归纳 原理 可 知 YV mE N, 均 存在 : 玫 的 m 个 不 同 的 元 , 当 m 
二 n 时 ,这 显然 是 不 可 能 的 . 所 以 X 必 为 有 限 集 . 


妈 然 革 只 含有 限 个 点 ,又 是 TT 的 ,因此 XX 的 任 一 子 集 都 是 闭 集 , 从 而 任 一- 子 集 也 都 是 
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开 集 ,所 以 是 离散 的 . 国 
4.1.3 证 明 T 空间 (X,r) 中 多 于 一 点 的 连通 子 集 是 自 笛 密 的 (如 果 4C4 则 说 4 是 

自 稠密 的 ). 

证 设 和 4 为 XX 的 多 于 一 点 的 连通 子 集 . 若 jxEAs.t. xzA4. 则 VE-fYGz) 站 rz 

st UN (A—{7x))=2. 即 UN 站 4= {zx}, 于 是 {x} 是 子 空间 4 的 既 开 又 闭 的 子 集 , 因 4 多 于 

一 点 ， 故 17} 为 真子 集 . 这 就 与 4 的 连通 性 矛盾 . 所 以 ACA'. 即 4 是 自 稠密 的 ， 图 
4.1,4 〈X,r) 是 Hausdorff 的 GY xEX， 

{7} =N (UIU € r(x)). 
证 [法 一 ] 依 定义 ， 
“一 ”YAxEX 以 及 yE 客 (zz 3 UE.YCr) 7EfCy) st UNV=B, 故 y&U. 所 

以 

N {UU EAN) CT {x}. 
从 而 
{zr} = {UIU € A (x)). 
“<=” Yrx,yE€E 及 且 zx 关 y, 由 假设 条 件 知 
TEN VIV € Ny)). 
故 习 VE.AOy) st xV, 于 是 3 UEA(z) st UNV= 儿 ,这 就 证 明了 多 是 Hausdorff 
的 . 
[法 二 ] 用 滤 子 - 
“=>” 若 j yzxzstoyeEnitEleE-Ar))}=Adh_jr(z). 册 存在 滤 子 罗 使 人 (x)CC 

2 且 yELim. 祈 ， 即 x,y 都 是 .多 的 极限 点 ,这 与 Hausdorff 空间 中 滤 子 极限 的 唯一 性 矛 

盾 . 所 以 

{rz} =N {UU Er(x))} - 

“< 二” 车 芝 不 是 Hausdorff 的 , 则 存在 XX 的 一 个 收敛 滤 子 多 至 少 有 两 个 极限 zx,y(z 天 

y). 于 是 | 
VT) UYU NY) CTC SF. 

所 以 

. rE Adh.fr(y) =N {VIVE Ny)} = (y}, 

即 x= 二 y, 矛 盾 . 
[法 三 ] 用 网 
“> ” 若 3 XT,yEX 且 x 关 y 使 

y€ENIUIUV ES)), 
则 VY VE -PCz) 以 及 TEA UnmV 尖 好. 与 和 的 Hausdorff 性 质 蕴 盾 ， 所 以 Y rEX， 
{+}=N (UIU € -Cr) 
“< 二” 若 和 不 是 Hausdorff 的 . 则 存在 6=(xzo)vco 它 至 少 有 两 个 极限 zx,y(z 天 y). 于 

是 二 终于 每 个 UE.ACz), 也 终于 每 个 VE fr) 元 YUEAT(r),YVET(y),j dE€ED 

s.t. d>dt 加 时 ,rcEUnyv. 即 nV 天 订 . 所 以 yEmtICE-Yz)}) ,与 假设 条 件 耶 盾 . 所 

以 和 是 Hausdor 侍 的 ， 器] 
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4.1.5 设 f,g :XY 连续 ,Y 是 Hausdorff 的 . 证 明 : 
(1) 


EE (re XIf(x) = g(x)) 

是 XX 的 闭 集 ， 

(2) 如 果 了 为 X 的 黎 密 子 集 且 f|s=g|1b, 则 /==g， 

证 (1) 可 有 下 述 多 种 方法 . 

[法 一 ] 设 x€EZE, 则 f(x) 隆 g(x), 于 是 3GEAMY(f(xDDR 有 WE Ny(g(T)) st G 
站 W= 名 , 因 f,g 连续 , 故 j UETYCX),VEN (rx) st (UU)CG, ge(V)yCW.UNVE 
T(r), 有 VY zEUNTV, f(z)Ag(2) ,PUNVCYE. 从 而 儿 E 是 基 的 开 集 , 即 玉 为 区 的 闭 
集 . 

[法 二 ] 设 (ro)yvep 为 五 中 的 网 ，zELimkxzoyvcn 因 VYV dED, xsEE, 故 f(z) 二 
g(xa). 由 于 了,g 都 连续 ,所 以 (Cr)gCzr))CLimyr(CrGre)yvcp 一 Limy(g(Czz)》ocp。 

由 于 Y 是 Hausdorff 的 , 据 极 限 的 唯一 性 有 

f(x) = g(x7), r+ EE. 

这 就 表明 Limx《xs)sepCE. 从 而 五 为 闭 集 . 

[法 三 ] 设 久 是 针 的 滤 子 ,EE 多 ,xzELimx. 多 . 则 

fA ELimf (HF), g(r) ELimyg (F). 


由 EE. 可 知 , {FNEIFE)-< 具有 有 限 交 性 质 ,于 是 f(F8)==g( 和 ) 也 具 

有 有 限 交 性 质 , 故 可 生成 Y 的 一 个 滤 子 多 我 们 证 
ff"(F)Ug'(F)CY. 

设 GEF (FF), 则 I FE gst. GOfFCFODFACFENMNE) ,PM GEY, 从 而 f* (FF )CSE, 
同 理 g” (多 ) 握 史 ， 

于 是 (OELimyf’ (FF)CLimyG, g(r) ELimyg* (CF)CLimyY. 从 而 f(x)=g(x), x 
EF. 这 就 证 明了 Limx. 多 CC 天 即 巨 为 闭 集 . 

(2) 因 fi, 二 glp,; 故 DCE, 而 =DCE=E. 可 见 X= 二 E, 即 VY XEX,f(r)=pg(r). 
即 f=g. 口 

注 由 上 述 诸 种 方法 可 见 ,在 证 明 Hausdorff 空间 的 子 集 为 闭 集 时 ,利用 网 的 收 化 性 是 
很 方便 的 . 就 同 在 4 实 变 函数 》,《 复 变 函 数 ) 等 课程 中 用 序列 收敛 性 证 明 一 个 子 集 为 闭 集 一 
样 ,这 个 方法 应 掌握 . 

4.1;6 设 XX 为 Hausdorff 空间 ,f : X 一 XX 连续 , 目 f。f=f. 证 明了 (X) 是 X 的 闭 集 . 

证 [法 一 ] 设 r€E 儿 1(X), 则 x 关 f(x)y 克 IUIEAC)VEN(fCz)) st. UNV 
=@. 又 上 连续 , 故 3 UyEAN zx) st f(UDCV. 令 U=UNU, 则 UEN(2), 有 UC 
G/NX). 

事实 上 , 若 存 在 xzEU 使 zEf(X), 即 了 yEX s.t. z=/(y). 于 是 

f(z) = ff(y) = f(y) = 2, 
而 f(z)Ef(UD)CV ,这样 ,zxEUNVCUINV= 多 ,导致 矛盾 . 所 以 UC 多 f(X), 即 /(X) 是 
闭 集 . 
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[法 二 ] 设 $ 为 了 (X) 中 的 网 ,y€ELimé. 因 ff。f=f, 故 ff.&€=é&, 由 的 连续 性 知 
f(y) € Limf . &€ = Limé. 
再 由 极限 唯一 有 y= 二 f(y). 即 y€Ef(X), 于 是 Lim$CfA(X). 故 f(X) 是 闭 集 . 

[法 三 ] ' 设 了 F 是 X 的 滤 子 , 且 /(X)E 多 , 设 yE€Lim.F. 要 证 YE 了 (X). 

因 广 '( 祈 ) 具 有 有 限 交 性 质 ( 这 是 因为 A(X)E 多 的 缘故 ), 故 可 生成 站 的 滤 子 多 ,可 
以 验证 . 广 ( 宛 ) 王 宛 .( 留 给 读者 自己 验证 )， 又 

f°(F)= 广 广 (多 ) = 三 (5 多) 一 
故 由 f 的 连续 性 知 
f(y) E Limf’ (FF) = Lim 多 
再 由 极限 的 唯一 性 知 y= 二/(y)E fC(X). 正 是 我 们 所 要 证 明 的 ,从 而 站 ( 久 ) 为 闭 集 . 中 

4.1.7 设 (X,rt) 是 无 限 的 Hausdorff 空间 ,证 明 ;. 

(1) 存在 和 的 无 限 多 个 非 空 开 集 , 互 不 相交 ， 

(2) 如 果 (X,r) 又 是 第 二 可 数 的 , 则 Cardr 一 28。. 

证 (1) 车 X'=@, 则 Y zEX UENCDNrst UnGX 一 (zh 一 性 , 即 {tz)}= 避 
Er. 于 是 X 是 离散 的 , 结论 当然 成 立 ， 

现 假定 xEX'. 取 EX 一 {rx}); 则 3 Gi,UIErst, nnEG,rEUD 且 GNMU= $8. 

现 归纳 地 假设 {G, ,G2 Gi}Cr 一 ( 避 }), 且 当 1 了 7 时 ,G 门 G; 二 名 ,; 且 有 {UUs,*…,U,)} 
CLCxr) fr s.t. Un CU, (Gi 二 1,2,0 5n 一 ]) ,Gi 站 = 名 ==1y25y%w%,n). 我们 如 下 定义 
Cl。 四 

因 U,N CX 一 {7)) 关 多 ,可 取 zn EUViNN(X 一 {x)), 周 

了 CD ETSt, TE GH TE Ut 
有 GNU =G. 令 
Gu = Gh NU,, (7 = Un NV), 
则 rrEC 故 CN 天 好 , 且 Y i==1,2,"…,n » 
GfG= GN 0, NGCGoNf ne = 区. 
由 归纳 原理 可 得 {G,|nEN)})Cr 一 {名}), 妈 合 要 求 ， 
(2) 由 Bl1.3.10 已 知 Cardr 和 28。. 现 理 证 相反 的 不 等 式 , 由 (1) 知 XX 有 一 一 个 非 空 开 集 
的 无 限 族 . 它们 彼此 互 不 相交 , 记 这 个 开 集 族 为 史 , 定 义 - 
f: BE)— {Gt, Logor) 一 UL i 
则 /显然 是 单 射 , 所 以 : 1 | 
So<< Card2(%) = -Card( DG) — ‘1G}) | 
< Cardr. | z 口 

4.1.8 设 x 为 第 一 可 数 的 ， 则 XX 是 Hausdorff 的 艰 X 中 每 一 - 收 敏 序列 的 极限 是 唯一 
的 . 

证 “=>” 显然 (这 不 需要 第 一 可 数 性 ). 

“<=” 著 忆 不是 Hausdorff 的 , 则 3 zx,yEX, s.t. xz 天 y 且 YUE-NCr) 及 VE. 人 (COy)， 
UNV#G. | 
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现 设 {Ujsensty,)ien 分 别 为 zx,y 处 的 渐 缩 的 可 数 开 邻 域 基 . 旭 Y nEN,U, 门 V, 关 2. 
于 是 取 rxEU, 站 ,显然 序列 (z,)vew 同 时 有 两 个 极限 zx 与 y. 与 所 设 条 件 矛 盾 . 口 

注 ”如 果 删 去 “第 一 可 数 * 的 条 件 , 则 结论 不 真 . 例如 不 可 数 集 上 取 可 数 补 拓扑 , 则 它 的 
每 个 收敛 序列 的 极限 是 唯一 的 (B1. 2. 11). 但 是 两 个 不 同 的 点 x,y 的 任意 邻 域 的 补 集 总 是 
可 数 的 , 故 工 的 任 一 令 域 与 y 的 任 一 邻 域 必 相 交 , 即 这 个 空间 不 是 Hausdorff 的 . 

4.1.9 设 A={ 土 六 InEN}， 


Un) = (r+ 3) xERnEN. 
B00) = {U,(0) — Aln € N), 
BI) = V(r)In EN} (rz#0). 
在 R 上 以 (多 (x)|zER}) 的 元 为 相应 应 点 的 邻 域 基 生成 拓扑 (C1. 5.8). 证 明 (R,r) 是 Haus- 
_dorff 的 ,但 非 正则 的 . 
证 Y zyER 目 xzy 若 xr 坟 0 天 0, 取 mnEN st ld yh 则 UU,(2) 门 
U,(y)=8. 
若 zx=0, 取 mnEN s.t. 二 < 志 |>], 则 
do 一 4) 站 DC = 区. 
所 以 《R,r) 是 Hausdorff 的 . ': 


现 假 定 (R,r) 也 是 正则 的 ,又 显 然 0E 儿 AEz 故 UEAN(O)N 站 rr,VErs.t, ACV 且 
UNV= 名 .又 据 7 的 定义 3 nEN st. U,(0)—ACU. 


EACV, , 故 3 mEN st. UTC V. 
(Ll, __1 1 1 
UA) VNU, ;=| ,二 ) 4ajn 1 一 去 ,HT 十 天 | 关 红 . 
从 而 UNV 关 名 ,矛盾 . 所 以 (R,r) 不 是 正则 的 . : 口 


4.1.10 设 (X,r) 为 正则 空间 . 证 明 : 如 果 X 的 等 个 非 空 闭 集 都 有 一 个 孤立 点 (C1. 2. 
7) ,那么 XX 的 子 集 4= {zxEX|{zr)Er} 是 了 的 稠密 子 集 . 

证 “VY XxXEX 以 及 UEJVCn)r, 由 正则 性 ,3 VEr st xzEVCVCU,. 据 假设 条 件 3 y 
EV 一 V'. 则 yEV 有 3 WEAAOWNrst {fy}=WNVEr. 才 xy&€ 4. 于 是 ,U 站 A495VNADD 
{y) ,所 以 xEA. 这 就 证 明了 4 是 稠密 的 . . 口 

4.1.11 设 X 是 正规 空间 ,{4,j,es 是 X 的 闭 集 的 可 数 族 . 证 明 4= 口 4, 是 X 的 正规 
子 空间 (特别 地 正规 空间 的 闭 子 空间 是 正规 的 ) ,但 正规 性 不 是 遗传 性 质 . 

证 (1) 设 F,F, 闭 于 A 且 环 站 Fi 二 纪 , 则 Y iEN, FF 门 4i,Fi 门 4; 都 闭 于 4, 从 而 也 
闭 二 多; 时 字 站 ACWFi, 人 人 ACTRIL 散 U,V,Er st 


FN ACUCU,C Sh,, FN ACVCV,C YR,. 
今 
SS 
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则 ,7 开 于 和 且 忆 CU FCV,UNV=B. 所 以 G 二 UN A,W 一 VA 均 开 于 4, 是 


FCG, FcCcw, GNW=g. 
从 而 4 是 正规 的 ， 

(2) 任 取 4S,ri) 是 一 非 正 规 空间 ,z 竺 S, 令 X=SU{p}，r 一 riU(X)，, 则 (X,z) 是 拓扑 空 
间 ( 称 为 5 的 开 扩张 ). 由 于 XX 的 每 个 非 空 逆 集 都 含 p, 故 的 任意 一 对 不 相交 的 闭 集中 必 
有 一 个 是 空 集 , 因 此 X 与 多 就 是 分 别 包含 这 一 一 对 不 相交 闭 集 的 不 相交 开 集 ， 因此 (和 ,r) 是 正 
规 的 . 而 $ 是 X 的 子 空 间 却 非 正规 . 从 而 正规 性 不 是 遗 待 性 质 . 口 

4.1.12 (1) 证 明 拓扑 空间 X 是 完全 正规 的 人 区 的 每 个 子 空 间 是 正规 的 ， 

(2) 证 明 Sorgenfrey 直线 Rs 是 完全 正规 的 T 空间 . 

证 (1)“=>” 假定 X 完 全 正规 ，4CX,， 局，P 为 子 空间 4 的 两 个 不 相交 的 闭 子 集 . 
则 如 同 B2. 1. 1 的 第 一 部 分 一 样 可 证 Fi,F, 是 总 的 一 对 隔离 子 集 ， 由 XX 的 完全 正规 性 知 ， 
存在 X 的 一 对 不 相交 的 开 集 Di 使 FCU,G=1,2). 令 Vi=U 门 4, 划 V; 开 于 4, 且 FCC 
VG 二 1,2).VINVs==2. 所 以 A 作为 子 空间 是 正规 的 . 

“< 二 ” 假定 XX 的 每 个 子 空间 是 正规 的 ,A,B 为 XX 的 一 对 隔离 子 集 , 考 虚 S= 宅 (A 门 
B), 据 假设 条 件 ,S 作为 X 的 子 空间 是 正规 的 .而 Sm 有 A 与 SMB 是 5S 的 两 个 不 相交 的 闭 
集 ,因此 存在 S 的 两 个 不 相交 的 开 集 U.V 使 

sSNAcU, SNECrv. 
而 S 本 身 开 于 义 , 故 U,V 也 是 六 的 开 集 . 且 

AC(FB)NACSNACU, 
同 理 BCV. 这 就 表明 X 是 完全 正规 的 

注 正 因为 这 个 结果 ,完全 正规 也 叫 和 遗传 正规 . 

(2) 设 4,B 为 Rs 的 一 对 隔离 子 集 , 则 Y rzE43 ex)>0 s。 t tritelr) CGB Vy 
EBI3 el(y)>0 s.t. 这 y 十 el(y))CEA. 令 . 四 

=ULzzter), Vv -De 
则 ACU,BCV,U， 都 开 于 Rs ,这 些 都 很 明显 . 现 车 3 zEUNYV; 则 3 ， XEAh。 以 及 yEB 
s,t, 
z€E [rrt er)) f) Ly,y + eC(y)], 
不 妨 假定 x<y- 则 yE [xz,x 二 elz))C%B, 蔬 盾 . 所 以 UNV 一 GZ. 盏 此 就 证 明了 Rs 是 完 
全 正规 的 . : 口 


(二 ) 常见 错误 分 析 
4.1.13 证 明 拓扑 空间 必 的 正 网 性 是 遗传 性 质 


试 分 析 下 述 证 明 有 何 错误 . 
设 S 为 外 的 子 空间 ,VY xE5 以 及 下 为 S 中 不 包含 xz 的 闭 集 ， 由 于 SCX， 故 下 CCX, 于 
是 存在 不 相交 的 开 集 避 ,YCX: 使 *EU ,FFCTV. 令 1 
太一 区 有 SS， 一 了 人 本， 本 
则 UNVi= 名 且 xEUI,FCV ,Ui,V 是 的 开 集 ,所 以 SS 是 正则 的 . 
一 了 1 一 


分 析 上 述 证 明 中 的 错误 是 过 去 已 经 出 现 并 分 析 过 的 . 初学 者 常常 会 不 自觉 地 忘记 子 
空间 的 开 集 、 闭 集 与 原始 空间 的 开 集 、 闭 集 之 间 的 区 别 与 联系 ,在 语言 的 叙述 上 也 很 含混 . 
上 述 证 明 中 的 下 到 底 是 站 的 闭 集 还 是 子 空间 S 的 闭 集 呢 ?不 能 认为 fCX 就 是 XX 的 闭 集 . 
如 果 这 样 理解 ,那么 每 个 子 空间 的 任 一 闭 集 都 是 原始 空间 的 闭 集 了 ,这 当然 是 错误 的 . 所 以 
涉及 到 子 空间 时 ,对 于 一 个 子 集 是 闭 的 (或 开 的 ?一定 要 明确 说 清楚 是 哪个 空间 的 闭 集 ( 开 
集 ), 绝 对 不 能 含混 . 准确 的 叙述 应 为 ， 

YrE€ES 以 及 不 包含 x 的 S 的 闭 集 FF， 存在 区 的 闭 集 FF 使 fF=F* 门 .由 于 rz&@F 且 x 
ES, 故 x&F* ,于 是 由 和 的 正则 性 ,存在 X 的 不 相交 的 开 集 U,V 使 zEU,F*CV. 

令 U=UNS, =V 门 S$, 则 U,V 开 于 5S 且 zxzEUi, FCVi, DIM = 好 . 所 以 S 是 正则 
的 . 口 

注 类 似 地 可 以 证 明 [To],[T,],[T:] 都 是 遗传 的 ,我 们 已 知 [T,] 不 是 遗传 的 (B4. 1. 

11). [Ts] 当 然 是 遗传 的 (B4. 1. 12). | 


C 练习 是 


4.1.1 考察 下 列 空间 是 否 满足 CToj, [Tij,[T2] 公 理 : 

(1) 离散 空间 ; 

(2) 至 少 有 两 个 点 的 平凡 空间 ; 

(3) 已; 

(4) 右 序 拓扑 空间 R,,; 

(5) Sorgenfrey 直线 R,; 

《6) Z 作为 及。 的 子 空 间 ; 

(7) 无 限 集 构成 的 有 限 补 空间 ; 

(8) 不 可 数 集 构 成 的 可 数 补 空间 

(9) 至 少 有 两 个 点 的 特殊 点 空间 # 

(10) 至少 有 两 个 点 的 排外 点 空间 ; 

(11) Fort 空间 . 

4.1.2 (1) 证 明 针 是 全 空间 SY XxEX,{x}= 门人 N(x). 

(2) 证 明 第 一 可 数 的 工 空间 的 每 个 单 点 集 是 Cs 集 (B1. 2. 12). 

4.1.3 《1) 设 (X,t) 为 T 空间 ,证 明 ; 如 果 由 有 限 个 不 同 的 点 构成 的 序列 (zx,),en 收 敛 
到 之 ,那么 3 了 mEN s.t, 当 n 之 mo 时 ,Tr 二 xt，， 

(2) 举例 说 明 如 果 (X,r? 不 是 Ti 的 , 则 上 述 结 论 不 真 . 

4.1.4 证 明 T 空间 中 任何 多 于 一 点 的 连通 子 集 必 为 无 限 集 . 

4.1,5 设 7 式 一 7 为 连续 的 单 也 射 . 证 明 : 如 果 了 是 Hausdorff 的 , 则 X 也 是 Haus- 
dorff 的 . 

4.1.6 设 f: XY 连续 证 明 ; 如 果 Y 是 Hausdorff 的 ,那么 了 是 积 空 间 XXY 的 闭 
子 集 ( 注 了 作为 关系 fCXXY 妈 为 {((x,y)|y=f(x),xEXX}, 有 的 著作 称 之 为 f 的 图 ). 

4.1.7 证 明 拓扑 室 间 革 是 Hausdorff 的 参 积 空间 的 对 角 线 这 x=({(zyz)|zEX)} 是 闭 
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子 集 ， 

4.1.8 证 明 无 限 的 Hausdorff 空间 (X,r? 有 无 限 子 集 4, 使 4 的 每 一 点 都 是 4 的 孤立 
点 (C1, 2.7). 

4.1.9 ”如 果 (X,r) 满 足 [Tij(i 二 0,1,2) 公 理 ,rts 也 是 站 的 拓扑 且 Ct, 证明 (X,rt)》 
也 满足 同样 的 [Tj 公理 . 但 当 i>3 时 不 真 . 

4.1.10 设 4 为 蕊 的 子 空间 ,r : X~4 为 连续 映射 ,如 果 Y zE4,r(z) 一 zx( 即 了 | 一 
id4), 则 称 7 为 收缩 映射 , 称 4 为 X 的 收缩 核 . 证 明 :Hausdorff 空间 和 的 收缩 核 4 是 X 的 
闭 子 集 . 四 

4.1,11 设 9 为 拓扑 空间 (X,r? 的 子 基 . 证 明 :X 正则 合 V xEX 以 及 2 中 任 一 包含 
z 的 成 员 Y ,存在 wE.f(z) 使 CTV， 

4.1.12 证 明 (X,r) 为 正则 空间 兮 YzEX 以 及 不 包含 x 的 闭 集 F,j U,VEr s.t. 

-EU, FCV HUNV=Y. 
4.1,13 ”证明 第 二 可 数 的 正则 空间 CX,r) 中 ,每 个 开 集 都 是 已 集 (B1. 2. 12). 


4.1.14 设 A={ 汪 InEN}, 令 人 二 {G 一 BIG 开 于 色 且 BCA). 


(1) 验证 r 是 及 的 拓扑 . 

(2) 证 明 (R,r” ) 是 Hausdorff 的 ,但 非 正则 的 ,从 而 也 非 正 规 的 . 

4.1.15 证 明 ( 和 X,r) 是 正规 的 所 对 于 X 的 任意 两 个 不 相交 的 闭 集 下 ,Fr,;, 存 在 U,U,E 
TTS.t. 

FCU,, F.CU, HB 也 nz = 

4.1.16 证明 对 于 正规 空间 (X,r) 中 任意 两 两 不 相交 的 闭 集 的 有 限 族 { 忆 | ;一 1,2,…， 
nn} ,存在 {Ui|i= 二 1,2,…,n}Cr 使 VY in, FCU; 且 当 i 关 j 时 ,UU 一 BY( 注 如 果 所 有 已 
是 有 限 的 ,命题 中 的 正规 性 改 成 Hausdorff 性 质 结论 仍 然 成 立 ). 

4.1.17 证 明 拓扑 空间 的 正规 性 能 被 连续 的 闭 映射 保持 . 

4.1.18 证 明 (X,zr) 是 完全 正规 的 名 X 的 每 个 开 子 空间 都 是 正规 的 . 

4.1.19 证 明 积 空 间 和 xyY 是 [Til(G=0,1,2,3) 的 名和 与 了 也 同样 是 [T,] 的 . 


Y4.2 完全 正则 空间 。Urysohn 引 理 与 Tietze 扩张 定理 


A 内 容 提要 


4. 2.1 定义 ”如果 XX 满足 下 述 公 理 
[Ty]: VY xEX 以 及 不 包含 x 的 闭 集 忆 , 存 在 连续 映射 /: X->[0,1] 使 
f(x) = 0,f(F) CC (1}. 
则 称 X 是 完全 正则 的 ,完全 正则 的 T, 空间 叫 Ts 空间 * 也 叫 Tychonoff 空间 . 
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完全 正则 之 正则 . 
4,2.2 定理 设 2 为 (X,zr) 的 子 基 , 则 刁 完全 正则 会 YV zEX 以 及 包含 工 的 2 的 成 员 
S ,存在 连续 喘 射 上: X-~[0,1] 使 Fxz) 王 0, CCGS)C11)}， 
4.2.3 定理 于 是 正规 的 缚 对 和 的 任意 一 对 不 相交 的 闭 集 已 ,F,, 总 存在 连续 映射 
三 : X->[0,1] 使 fFDC{0},f(F,)C{1). 
定理 的 必要 性 部 分 称 为 Urysohn 引 理 ， 
T, 空间 之 14 空间 过 >T, 空间 . 


4. 2,4 定理 (Tietze 扩张 定理 ) ”如 果 久 为 正规 空间 , 则 对 定义 在 六 的 任 一 闭 子 空间 下 
上 的 每 个 连续 上 映射/ : FF 一 [0,1] 总 存在 连续 的 g: X>[0,1j] 使 g|;== 了 . 
4.2.5 定理 正规 的 正则 空间 是 完全 正则 的 ， 


完全 正则 性 是 用 连续 映射 来 刻 划 的 ,Unysohn 引 理 与 Tietze 扩张 定理 给 出 了 正规 性 用 
连续 映射 刻 划 的 特征 性 质 . 因此 和 解 有 关 完 全 正则 空间 与 正规 空间 的 问题 时 ,常常 与 连续 喘 
射 密切 相关 . 

4.2.1 证 明 对 于 连通 的 Tychonoff 空间 X, 如 果 多 于 一 点 ,那么 它 的 每 个 非 空 开 集 都 
是 不 可 数 集 ,特别 地 X 不 可 数 ， 

证 设 G 为 X 的 任 一 非 空 开 集 ,xEG. 

(1) 若 CG 一 X, 则 3 yEX s.t. + 关 yy. 而 {y} 为 XX 的 闭 集 , 故 存在 连续 映射 : XX 一 [0,1] 
使 f(z) 二 0,f(y) 二 1. 由 XX 的 连通 性 得 A(X)==[0,1]. 所 以 关 不 可 数 ， 

(2) 车 G 关 X. 则 多 G 关 人 Y. 而 多 G 为 X 的 闭 集 , 故 存在 连续 映射 g : XX 一 [0,1] 使 g(x) 
二 0,g8( 儿 CG) 一 (1). 仍 由 革 的 连通 性 得 g(X) 二 [0,1j. 又 

g(X) = g(G) U g(¥0) = g(G) U {1}. 
所 以 [0,1)Cg(G), 即 g(G) 不 可 数 , 从 而 G 不 可 数 . 口 

4.2.2 《〈1) 证 明 在 正规 空间 (X,ry 中 ,C 是 开 的 F,- 集 合 3 有 : 和 ->[0,1] 连 续 s.t， 当 z 
EG 时 ,f(x)>0,x 芒 G 时 ,f(x)=0. 

(2) 证 明 对 于 第 二 可 数 的 正则 空间 (X,r? 的 非 空 开 集 C, 总 存在 连续 映射 f : X 一 [0,1] 
使 当 xEG 时 f(x)>0,x&@G 时 ,f(x)=0., 

证 (1) “>” 因 G 是 F。 集 , 设 G=UF,, 其 中 V nEN,F, 闭 于 X. 于 是 VY n,ZG 与 


为 不 相交 的 闭 集 , 故 由 Urysohn 引 理 , 存 在 连续 映射 f, : X 一 [0,1] 使 f(zG)C{0},f,(F,) 
CC{1 .定义 


f: X_=[0,1]， zh 之 ee 


容易 证 明 f 连续 , 且 当 x&G 时 ,f(z) 二 0. 而 当 xXEG 时 ,3 nEN s.t, XE€EF, 故 f(x) 之 
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二 
2” 


>0. 


“=” 因为 (0,1] 一 UU[; 二 ,1], 由 所 设 条 件 
6G= 770] = i=U/ | 
其 中 vy nEN,/ | [1]j 闭 于 X, 所 以 G 是 ,和 集 又 (0,1] 开 于 [0,1], 故 G 开 于 XX. 

(2) ”由 C4.1.13 知 G 为 下 - 集 , 并 将 由 8$4.4 的 结果 (A4. 4.4) 可 知 第 二 可 数 的 正则 空 
间 必 为 正规 空间 ,从 而 由 (1) 即 得 所 需 的 结果 . 口 

4.2.3 设 X 为 正规 空间 ,下 为 买 的 闭 子 空间 ,证 明 对 每 个 连续 的 : ->E' ,存在 连续 
的 g : X 一 无: 使 glr 一 人 ， 

证 由 于 瓦 与 (一 1,1) 同 胚 ,不 妨 用 (一 1,1) 代 蔡 Ei. 下面 考虑 :FF 一 (一 1,1), 记 
Pb (一 1,1) 王 [一 1,1] 为 包含 映射 ,对 于 i *，f:F>[ 一 1,1], 由 Tietze 扩张 定理 ， 
存在 hh: XX>[ 一 1,1j 连 续 , 使 hls=ic_ w+ 帮 故 有 CF)=f( 相 ). 令 EE=h1({ 一 1,1)), 则 玉 
为 X 的 闭 子 集 , 且 五 们 有 = 也 . 于 是 存在 9: 基 一 [0,1] 连 续 , 使 KE)C1{0} ,pF)==1{1}. 

VrEX, 令 gz) = px) h(x), 
则 Y XzEX,g(7)E( 一 1,1), 事实 上 , 当 xzEk 时 ,g(x)= 二 0( 因 q(x) 二 0), 而 当 xz 久 FE 时 ,p(x) 
EL0,1j,hCGODE( 一 1,1), 故 g(x)==Jx)，hCr)E( 一 1,1). 因 此 ,我 们 定义 了 映射 
g:X—>(— 1,1), 
由 于 2, A 连续 ,所 以 g 连续 . 由 于 KF)= 二 {1), 故 当 xEF 时 ， 
gz) 一 Az) 一 i ° fr) = fz), 
Bh gl 一 三 

一 般 地 ,对 于 三: F 一 局 连续 , 记 几 ! 已 一 (一 1,1) 为 同 胚 , 则 存在 &' : X->( 一 1,1) 使 

8 |r=J°。f. 邻 gg: X= 为 g=Jy '。g' , 则 g 连续 ,有 glr=y 上 g' |i=y yy* f=/. 
口 

4.2.4 设 X 为 正规 空间 ,F 为 XX 的 非 空 间 集 ,UU 为 包含 下 的 开 集 , 若 定 义 在 积 空间 XX 
x[0,1] 的 子 空间 S=(UX[90,1])U (Xx {0}) 上 的 映射 /: SY 连续 , 证 明 存 在 连续 的 
g :XX[0,1]>Y 使 在 (FX[0,DUCX{0D 上 ,g=/ 

证 由 于 与 XX 一 U 是 久 的 不 相交 的 闭 集 . 故 由 Urysohn 引 理 ,存在 连续 映射 p: 六 
一 [0,1j. 使 

HX—U)C{0, HF) = {1}. 
V lx,t)EXXL0,1] 令 
g(t) = fx,tp(7)). 
当 x UU 时 , (zip(z)) 一 (0)，YiE[0,1] 成 立 . 所 以 VY 《xr,t) EXX[0,1],g(z,t) 都 
有 意义 . 这 就 定义 一 个 映射 
g:XXx [0,1]—Y. 
且 当 (xt ECFXL[O,1DUCXX{10})) 时 ,， g (zyt) 二 f(x,t). 又 由 B1.7.2 知 g 连续 (因为 可 
令 9 (Zz,2) 二 ip(z), 则 :XXX[0,1] 一 [0,1] 连 续 ). 这 就 完成 了 证 明 . 口 
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(二 ) 常见 错误 分 析 


4.2.5 证 明 在 Tychonoff 空间 (X,r) 中 ,VY zyEX 且 z 关 y 司 : XX 一 EE' 连续 使 
f(r) fy). 

分 析 下 述 证 明 错 在 何 处 . 

取 不 包含 工 的 闭 集 下 使 yE 忆 , 则 存在 太 : XX->[0,1] 连 续 使 f(r) 二 0,f(F) 二 {1}. 由 于 
yE 五 , 故 f(y) 二 1, 于 是 f(z) 闫 f(y)， 

分 析 上 述 证 明 立 足 于 能 够 取得 不 包含 x 而 包含 y 的 闭 集 五 的 基础 上 的 ,这 样 的 玉 究 
竟 存 在 否 ? 车 根本 不 存在 岂非 成 了 空中 楼 阁 ! 初学 者 常会 发 生 这 类 逻辑 上 的 错误 . 应 该 引 
以 为 鉴 . 比如 奇偶 拓扑 空间 (B2, 4. 3), 对 于 1,2, 这 两 个 不 同 的 点 ,不 存在 只 含 其 中 一 点 而 
不 包含 另 一 点 的 闭 集 ， 上 述 命题 的 正确 证 明 如 下 

因为 Tychonoff 空间 就 是 完全 正则 的 T 空间 ,由 于 是 本 的 , 故 {y} 就 是 不 包含 工 的 闭 
集 . 再 由 完全 正则 性 ,存在 连续 的 g: XX->[0,1j 使 g(x)=0,gCy)=1, 则 f=it0*g :XX 一 
EE' 即 为 所 求 , 其 中 ic0] : [0,1] 一 已 为 包含 映射 . 口 

4.2,6 证 明 多 于 一 点 的 连通 的 工 , 空间 XX 是 不 可 数 的 . 

考虑 下 述 证 明 有 何 错误 : 

设 Fi,ki 为 义 的 两 个 不 相交 的 非 空 闭 集 ， 则 存在 连续 的 :XX 一 [0,1] 使 f(F,)= 
410) ,AF,) 二 {1). 取 xE 术 ,XzEFi, 则 f(z) 二 0,f(xs) 二 1. 由 介 值 定理 得 f(X)==[0,1]， 
故 X 不 可 数 . 

分 析 这 里 与 前 一 题 犯 有 同样 的 逻辑 错误 ， 即 Fl ,F; 的 存在 性 未 作 交 代 . 读者 不 难 自 
行 更 正 . 事实 上 ,这 一 命题 是 B4. 2. 1 的 特例 . 癌 


C 练习 是 


4.2.1 证 明 (X,r> 是 Tychonoff 空间 合 VzEX 以 及 任 一 不 包含 工 的 闭 集 或 单 点 集 4， 
存在 连续 的 f: 久 >[0,1] 使 f(x)=0,f(4)C1{1}. | 

4.2.2 记名 (X,[0,1]) 为 从 XX 到 [0,1] 的 所 有 连续 映射 构成 的 集合 ,VY FE 安 CX,[0， 
1]) 记 . - 

- Zr = {x €E XIf(r) 天 0) 

称 之 为 了 的 余 零 集 , 证 明 ; (XX,r) 完 全 正则 名 {2Zy|fE 安 ( 久 ,[0,1)) 是 (外,r) 的 一 个 基 . 

4. 2. 3 ”证明 积 空间 XXXY 是 完全 正则 的 全 X 与 Y 都 是 完全 正则 的 ， 

4.2.4 设 (X,r) 为 Tyehonoff 空间 ,UEr,C 为 XX 的 连通 子 集 , 自 UU 站 C 关 名 . 证 明 或 
者 C 为 单 点 集 或 者 UNC 不 可 数 . 

4.2.5 (1) 证 明 在 正规 空间 (X,r) 中 子 集 下 是 闭 的 Gy 集 全 存在 连续 的 三 : X 一 [0,1] 
使 当 xzEF 时 ,f(x)=0, 当 x&F 时 ,f(x)>>0. 

(2) 设 下 为 第 二 可 数 的 正则 空间 ( 叉 ,z) 中 闭 的 真子 集 , 证 明 存 在 连续 的 f: X-=[0,1] 


使 当 xEF 时 ,f(x)==0,x 多 五 时 ;f(x)>>0( 我 们 先 承认 第 二 可 数 的 正则 空间 是 正规 空间 这 
一 结论 (A4. 4. 4)). 
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4.2.6 试用 Urysohon 引 理 的 条 件 , 证 明度 量 空间 总 是 正规 的 . 

4.2.7 证明; 如 果 对 于 XX 的 任 一 闭 子 室 间 上 的 每 个 连续 映射 f: F 一 [0,1] 都 有 一 
个 连续 的 扩张 g : X 一 [0,1]( 即 g 连续 且 g1; 二 站), 则 义 是 正规 的 (Tietze 扩张 定理 的 道 ). 

4.2.8 设 下 为 正规 空间 (XX,rt) 的 闭 子 空间 . 证 明 对 任 一 连续 映射 /: F 一 [0,1]'( 或 
:FF>E"), 其 中 为 自然 数 ,总 存在 连续 映射 g : X->E0,1] 了 (或 8 : XX>E") 使 g1; 二 了 . 


34.3 紧 性 


A 内 容 提要 


4.3.1 定义 ”如 果 X 的 任 一 开 覆 盖 ( 相 应 地 ,可 数 开 覆 盖 ? 都 有 有 限 子 覆 盖 , 则 说 蕊 是 
紧 致 的 (相应 地 ,可 数 紧 的 ). 如 果 站 的 子 集 5S 作为 子 空间 是 紧 致 的 (相应 地 ,可 数 紧 的 ), 则 
说 S 是 紧 致 (可 数 紧 ) 子 集 . 

S 是 的 紧 致 (可 数 紧 ) 子 集 人 SS 在 中 的 任 一 开 覆 盖 ( 可 数 开 覆盖 ) 都 有 有 限 子 覆盖 . 

易 见 ,Lindelof 十 可 数 紧 合 紧 致 . 

4. 3.2 定理 设 25, 多 分别 为 (X,zr)? 的 子 基 与 基 . 则 下 述 条 件 等 价 ， 

(1)X 紧 致 . 

(2) 由 :多 的 成 员 构 成 的 任 一 开 覆 盖 都 有 有 限 子 覆 盖 . 

《3) 由 2 的 成 员 构 成 的 任 一 开 覆 盖 都 有 有 限 子 覆 盖 . 

(4) X 的 每 个 超 滤 子 都 收 伍 . 

(5) X 的 每 个 滤 子 多 都 有 一 个 收敛 滤 子 多 一 . 罗 

(6) 区 的 每 个 网 都 有 收 委 的 子 网 . 

(7) XX 的 每 个 网 都 至 少 有 一 个 接触 点 . 

(8) X 的 每 个 滤 子 都 至 少 有 一 个 接触 点 . 

(9) X 的 每 个 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 -zx ,总 有 非 空 的 交 , 即 门 .xz 关 3. 

4.3.3 例 序 完 备 的 全 序 集 和 X, 取 岸 拓扑 =, 则 X 的 每 个 闭 区 间 [fz ,bo 都 是 紧 致 的 . 特别 
地 ,E' 的 闭 区 间 [a,b ,序数 空间 [0,9] 都 是 紧 致 的 . 

4.3.4 定义 ”如 果 关 的 每 个 无 限于 集 都 有 聚 点 , 则 称 X 具有 Bolzano-Weierstrass 性 质 
(简称 B-W 性 质 ), 如 果 叉 的 每 个 序列 都 有 收敛 的 子 序列 , 则 称 是 序列 紧 的 ,( 注 有 的 
著作 也 将 B-W 性 质 叫 做 可 数 紧 的 或 列 紧 的 ,读者 在 阅读 不 同 著作 时 应 加 注意 )， 

4. 3.5 定理 (1) 拓扑 空间 的 紧 致 性 ,可 数 紧 性 ,序列 紧 性 ,B-W 性 质 都 对 闭 子 空间 是 
遗传 的 . 

(2) 拓扑 空间 的 紧 致 性 ,可 数 紧 性 ,序列 紧 性 都 能 被 连续 映射 保持 . 

4.3.6 定理 下 述 条 件 是 等 价 的 : 

(1) XX 可 数 紧 . 
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(2) X 的 每 个 无 限 子 集 都 有 必 聚 点 . 

(3) X 的 每 个 序列 都 有 接触 点 . 

(4) 由 久 的 非 空间 集 构成 的 渐 缩 序列 已 忆 玉 忆 … 忆 已 二 …, 有 非 空 的 交 , 即 门 忆 天 多 
(5) X 的 任 一 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 的 可 数 族 有 非 空 的 交 . 

4.3.7 定 理 和 的 诸 种 紧 性 间 有 下 述 关 系 : 

(1) 紧 致 这 可 数 紧 一 B-W 性 质 

(2) 序列 紧 一 可 数 紧 . 

(3) 如 果 关 是 T 的 , 则 可 数 紧 导 B-W 性 质 ， 

(4) 如 果 X 是 第 一 可 数 的 , 则 序列 紧 久 可 数 紧 . 

(5) 如 果 X 是 第 二 可 数 的 , 则 序列 紧 全 可 数 紧 所 紧 至 

(6) 如 果 X 是 第 二 可 数 的 ,T, 的 , 则 紧 致 ,序列 紧 , 可 数 紧 ,B-W 性 质 都 等 价 . 


B 例题 


紧 性 是 拓扑 学 中 的 重要 概念 ,在 其 它 学 科 中 有 广泛 应 用 . 对 于 本 节 介 绍 的 四 种 紧 性 的 
特征 性 质 以 及 它们 彼此 间 的 区 别 与 联系 都 应 十 分 熟悉 , 牢 牢 掌握 . 这 样 在 解 题 时 ,才能 灵活 
运用 . 

4. 3. 1 证 明 积 空间 XXY 紧 致 导 X,Y 都 紧 致 : 

证 “过 ” 因为 投影 p,,p, 都 是 连续 的 满 映射 ,所 以 由 XXY 紧 致 即 得 X,Y 都 紧 致 

“<-” [法 一 ] ”由 于 

T= {pi (UU ER} U (pr' VOIV €E ry) 
是 XXY 的 拓扑 子 基 . 假定 

多 = {pri(UV aE A}U {pr' (Volpe B) 
是 由 的 成 员 构 成 的 XXY 的 任 一 开 覆 盖 . 则 

或 者 {U.laxE 4} 覆 盖 久 ,或 者 {Vs18E B) 覆 盖 Y. 不 妨 假定 {U.lxE 4} 材 盖 X, 由 X 的 紧 
致 性 , 它 有 有 限 子 覆盖 , 记 作 {U。 ,Us。,…,U。}, 则 相应 地 

{pr (Ue) pr CVs) pr (Us)) 
是 XXY 的 开 覆 盖 多 的 有 限 子 覆盖 . 所 以 XXY 紧 致 . 

[法 二 ] 设 . 多 为 XXY 的 超 滤 子 , 则 pi? (多 ),p2 (多 ) 分 别 为 了 ,了 的 超 滤 子 (C3.2.5 
(3)). 由 站 ,了 的 紧 致 性 ,3 xE€ELimxpi (了 ),3 yELimyp; (了 ), 则 (zy)ELimxyy 多 .所 以 
基 XY 紧 致 . 

注 “ 上 述 两 种 方法 所 选用 的 与 紧 致 性 等 价 的 条 件 , 在 证 明 彼 此 等 价 的 过 程 中 都 直接 或 
间接 地 用 到 选择 公理 (不 管 是 哪 一 本 教科 书 中 都 如 此 ).: 所 以 上 述 两 种 方法 也 就 间接 地 用 到 
了 选择 公理 . 将 来 在 证 明 任 意 乘积 的 Tychonoff 定理 时 ,也 就 是 这 两 种 方法 或 者 采用 与 超 
滤 子 相当 的 等 价 条件 : 

“X 紧 致 全 和 的 每 个 万 有 网 都 收 伍 ” 

不 过 对 于 这 里 的 有 限 乘 积 我 们 可 以 采用 A4. 3, 2 中 的 等 价 条 件 (2) 来 证 明 ,这 可 以 避免 
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选择 公理 ,并 且 对 于 类 似 的 问题 (如 C4, 3. 10) 也 有 示范 作用 . 

[法 三 ] 其 基本 思想 就 好 像 用 许多 规格 不 等 的 矩形 瓦 片 覆盖 在 屋顶 上 ,然后 断定 只 需 
要 其 中 的 有 限 多 片 就 能 覆盖 了 . 首先 逐 “ 行 ”考察 ,每 一 “ 行 ? 只 需 有 限 片 ,然而 为 了 考察 需要 
多 少 “ 行 ,必须 把 同一 “ 行 ” 的 规格 不 等 的 瓦 片 的 宽度 统一 起 来 ,相当 于 这 一 “ 行 " 中 选中 的 瓦 
片 的 底 边 取 交 ,然后 以 此 为 标准 就 可 断定 只 需 有 限 “ 行 ”就 够 了 . 这 就 完成 了 证 明 . 现 正式 
叙述 如 下 

设 名 = {UXVi)ies 是 由 XXY 的 定义 基 的 成 员 组 成 的 任 一 开 和 覆盖 ,其 中 V 4,U;Erx， 
VEry, 显 然 作 也 是 {x)XY 在 XXY 中 的 开 覆 盖 , 而 {zx) XY 作为 子 空间 与 Y 同 胚 ,所 以 是 
紧 致 的 ,从 而 存在 多 的 一 个 有 限 子 覆盖 


{Uw X Vwli= 12 ,nn(7)}. 
不 妨 假设 其 中 每 个 成 员 都 与 {+}XY 相交 (否则 ,删除 ). 令 
U(x) =fiV,,, 


则 U(xz) 是 包含 x 的 开 集 , 且 
{U(x) XxX Vi | 一 1,2,.°* ,n(x)} 
仍然 覆盖 {x} XY 
对 每 个 zEX 都 这 样 做 ,得 (CCz)izEX)} 是 和 的 开 覆 盖 , 由 刁 的 紧 致 性 , 它 有 有 限 子 覆 
瘟 {U(zx))1j 一 1,2,…k}, 于 是 
{U(x)) XxX Vas lj = 1，2，…， k; 1= 1， 2,° ,n(x,))} 
徐 盖 XXY( 注 意 : 至 此 尚未 最 后 完成 ,虽然 它 覆 盖 XX 了 ,但 还 不 是 原先 给 出 的 覆盖 多 的 子 
覆盖 )， 又 因 对 每 个 ij,， CCz)XYscpoCUacXYVac 故 
{Ua XxX Va) |j = 1],2,% ,kk;1= 1,2,°**,n(z)))} 
是 关 xY 的 开 覆 盖 侈 的 有 限 子 覆 盖 . 所 以 对 XY 紧 致 ， 国 
注 由 这 一 结果 可 知 EF 中 的 非 空子 集 4 紧 致 所 4 是 有 界 闭 集 . 
4. 3, 2(Dini 定理 ) 设 ( 广 )ex 是 由 紧 致 空间 和 到 已 的 连续 映射 序列 ,如 果 满 足下 述 条 
件 ， . 
(1) 存在 f; X~>E! 连续 ,使 V xEX,(f,(x)) "en 收 化 于 f(r). 
(2) VnEN RY rEX, CCz) 之 广 (z). 
证 明 ;《f,),en 一 致 收敛 于 f( 即 VY e 守 0 3 no EN s.t. Yn 之 no 以 及 Y XEX， 
[fC7) — fl7) | < ee). 
证 首先 ,由 条 件 (1)VY se>0,Y xEX nCr)EN ss.t. Yn 之 n(x) 


Acz) — f(x)| 王子， 
且 3 VECz) 站 rrs.t YY rEU, 
[fu (x') 和 fin Cx) | < 本 ， 
[f(z) — rz)| 一 可 . 
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于 是 V x EU. 
[fz)D — fo Cr IE [f(r Oo fOr) | 二 Tf) Oo fon tr) | + fw Cz) — fan lx’ )| 


e e e 
< 本 十 3 十 可 二 8 
下 
由 于 {U0,|xEXXI 是 紧 臻 空间 六 的 开 覆 盖 , 故 3 (ziyro zeCX s.t. UU 一 X. 令 


no = max{n(z) n(x) se )， 


则 Y rn 之 mo 以 及 VY x'EX3 rs.t. xEU,. 于 是 


OCF fA ELT) fx) Ef) fr) < 
所 以 
f(r) — f(r) | < ee. 
这 就 证 明了 《fsen 一 致 收敛 于 /. 口 j 
4.3.3 设 (X,r)? 为 Ti 空间 ,证 明 下 述 条 件 等 价 : 
(1) 下 可 数 紧 ， 


(2) 和 的 每 个 局 部 有 限 的 子 集 族 (B1. 2.4) 是 有 限 的 . 
(3) 六 的 每 个 局 部 有 限 的 单 点 集 族 是 有 限 的 . 
. (4) XX 的 每 个 无 限 开 覆盖 都 有 一 个 真子 覆盖 . | 
证 (1) 二 (2) 设 .x 为 下 的 一 个 局 部 有 限 的 子 集 族 ,但 ex 无限 , 任 取 (4,),enCY， 


其 中 Y mnEN ,全 天 何 , 且 当头 夫 za 时 本 天 4.VY nEN, 令 一 UU 玖 , 则 由 B1. 2.4 知 ,== 


UA 才 G, 故 FF, 闭 于 X. 且 
FiODOF,D… IDO,D 


由 (1) 得 间 F, 关 2. 取 xE 站,, 由 .7 局 部 有 限 , 故 3 UE 人 (x) 站 t 及 有 限 集 NoCN s.t. 
VnEN-—N,o 
UNA4.= ,从 而 UN 有 = 他. 
现 设 no 二 maxNo( 若 No 二 多, 则 可 任 取 mmEN), 则 
UNFn=UNGUY DD- UV UN g, 

这 与 EU, ,矛盾 .所 以 -er 是 有 限 的 . 

(2) 二 (3) ”显然 . : 

(3) 二 (4) ”假定 XX 有 一 个 开 要 盖 多 , 它 没有 真子 覆盖 . 我 们 设法 构造 一 个 局 部 有 限 的 
单 点 集 族 ,而 它 是 无 限 的 . 

据 假 定 Y GE 多 , 遍 (B 一 {G})) 关 XX, 故 3 XEXs.t. XEG YG’EG-{G} 有 rE&G*. 

由 于 多 是 无 限 的 , 故 存在 可 数 无 限 的 真子 族 , 记 为 多 = (Gi,…,G,,…) C9, 则 V nEN 
reEGst VCGEG (Ga 全 G. 令 

-o 一 (rzEN)， 

则 ,sx 是 局 部 有 限 的 单 点 集 族 , 但 .ez 本 身 无 限 , 与 (3) 矛 盾 . 所 以 (4) 成 立 . 


(4) 一 (1) ” 若 革 不 是 可 数 紧 的 , 由 于 X 是 工 的 , 故 X 有 一 个 无 限 子 集 4 没有 聚 点 ， 
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则 有 4Er 不 妨 假设 所 4 天 他 (否则 可 用 4 的 一 个 无 限 的 真子 集 蔡 代 4A). 取 定 xE' 儿 4, 由 
于 4 无 聚 点 且 文 是 Ti 的 , 故 V aE AUCDET(a) frs.t. zkU(Ca) 且 
U(a) MN (A ~ {a})) = Y, 
从 而 
= {Ul(a)la € A} U {4) 
是 X 的 一 个 无 限 开 履 盖 , 但 无 真子 覆盖 ,与 (4) 了 矛盾 ,所 以 鲜 是 可 数 紧 的 . 口 
4.3.4 设 (X,r) 是 第 一 可 数 的 . 证 明 下 闭 于 XX 今 对 义 的 每 个 紧 致 子 集 C,FNC 闭 于 


证 只 需 证 充分 性 .VY xEClxF, 由 第 一 可 数 性 知 存在 FF 中 的 序列 (x,),en 收 人 敏 于 工 , 令 
C= 二 {zx}UtzlnEN}. 则 C 为 了 的 紧 致 子 集 . 事实 上 , 设 安 为 C 在 X 中 的 开 覆 盖 , 则 3 GE 
号 st, yxECO, 又 因 人 zcN 收 敏 到 , 故 3 moEN s.t. Vn 之 mo ;XT,EG.: 从 而 3 {G ,CamCG。) 
CG st VY in TEG. 于 是 4G,G1,G,…,G, } 也 覆盖 C, 故 C 紧 致 . 从 而 FNC 闭 于 C. 
又 YV ns,xsEFNC, 故 rECILAFNMC)=FNC, 从 而 xEF, 这 就 证 明了 下 闭 于 六. 口 

4.3.5 举例 说 明 B-W 性 质 未 必 能 被 连续 映射 保持 . 

解 ” 设 ‘<N,r) 是 奇偶 拓扑 空间 ,多 二 {{2n 一 1,2n} In€ N) 是 它 的 基 . 又 设 (N,rp) 是 离散 
空间 . 定义 人 : (N,z) 一 (Nro) 为 YV nEN,， 


fin) = [中 ]， 


其 中 [。] 为 取 整 函数 , 即 fz] 一 不 超过 的 最 大 整数 . 易 见 f 是 连续 的 (因为 每 个 单 点 集 的 
原 像 是 ~ 开 集 ), 又 (N,z 的 每 个 非 空子 集 A, 当 24 一 1] EA 时 ,2kE A'; 当 24E A ,2 一 1E 
4 .总 之 水 天 好. 所 以 (N,r) 具 有 B-WW 人 性质, 但 CN,ro)? 却 没有 B-W 性 质 . 口 

4.3.6 设 久 为 全 序 集 并 取 序 拓扑 7, 证 明 久 是 序 完 备 的 舍 《X,r) 的 每 个 闭 区 间 [a,b] 
二 (xEXlazx 二 5b} 都 是 紧 致 的 ， | | | 

证 “=>” 不 妨 假 设 a<8. 设 多 ={[a,a)|aE A}U1(CB;6j]|BE B) 为 [a,5] 的 任 一 由 子 
基 元 组 成 的 米 盖 ( 注 la,b] 的 子 空间 拓 扑 与 本 身 的 序 拓 扑 一 致 ). 其 中 4,BCfa,b]. 显然 4 
天 好 ,8B 天 东 . 由 序 完备 性 可 设 mw=sup4，p, 一 infB. 由 于 Y BEB,BoS<B, 故 J acE4s.t， BE 
La,a). 于 是 pp<a< 和 om. 据 此 ,再 由 oo,Po 的 定义 ,I a € A,B1EBs.t， Bo 过 Pi 过 a 过 ao, 于 是 
{[a,a), (Bi,5]) 就 是 多 的 一 个 有 限 子 覆盖 ,所 以 [4, 码 紧 致 . 

“ 夺 ” 假定 XX 有 一 个 非 空子 集 4 有 上 界 但 无 上 确 界 . 于 是 4 无 最 大 元 , 取 定 wE 4. 

设 B 为 A 的 上 界 的 集合 , 则 8 关 名 , 据 假定 B 无 最 小 元 , 取 定 bE B. 

考察 区 间 [a, 的 , 易 见 {[ae (7 ,bjlaEAbEBE 有 EE a at 一 外 构成 Le,6] 的 一 个 


开 覆 盖 , 但 无 有 限于 覆盖 ,与 [a,6] 的 紧 致 性 矛盾 . 所 以 X 是 序 完备 的 . 国 
注 EE 作为 特例 ,可 见 E' 的 任何 一 个 闭 区 间 都 紧 致 恰好 等 价 于 实数 集合 的 序 完 备 性 . 
、 
C 练习 题 


4. 3. 1 证 明 下 述 命题 ， 
(1) 如 果 ( 革 ,是 紧 致 的 ,tr 也 是 苹 的 拓扑 且 TCr, 则 ( 久 ,z) 也 紧 致 
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(2) 和 中 有 限 多 个 紧 致 子 集 之 并 也 紧 致 , 
(3) 中 任 一 开 球 B(x,e) 都 不 是 紧 致 的 . 
4. 3. 2 证 明 Sorgenfrey 直线 Rs 不 是 可 数 紧 的 ,Rs 的 子 空间 [0,1] 也 不 是 可 数 紧 的 ,其 
至 不 具有 B-W 性 质 . 
4.3.3 设 XX=E'X1{0,1), 其 中 {0,1}) 取 平凡 拓扑 , 节 为 积 空 间 . 
= ((0,1] Xx {0)) U {0,1)},B= ([0,1) x {0}) U {1,1)}. 
证 明 A4,B 都 是 区 的 紧 致 子 集 ,但 A4 门 B 却 不 是 紧 致 的 . 
4.3.4 设 P=RX(0, 十 oo0),L=RX1{0)},X=PUL.VYXr=(xr;,xs)EXN 令 
1 {B(x,e)|0 < ex,} rEP, 
HB(X) = 
{B(xisr) sr) U {zr}lr>0} rEL. 
为 相应 点 了 处 的 开 邻 域 基 生成 一 个 拓扑 , 称 之 为 切 盘 拓 扑 , 其 中 B(x,e),B(Cri,r),r) 都 是 
EE 中 的 开 球 .XEL 时 ,多 (zx) 的 成 员 恰 好 在 xz 处 与 工 相 切 ,证 明 切 盘 拓 扑 空 间 不 是 可 数 紧 
的 . 
4. 3.5 (1) 不 可 数 集 X, 取 可 数 补 拓扑 ,证 明 (xX,r)> 没 有 .B-W 性 质 .. 
(2) 无 限 集 环 , 取 有 限 补 拓扑 r, 证 明 (X,r? 是 序列 紧 的 . 
4.3.6 设 (X,rt) 为 T 空间, 证明 : XX 是 可 数 紧 的 告 X 的 每 个 可 数 的 闲 子 空间 是 紧 致 
的 . 
4.3.7 设 X 为 多 于 一 点 的 平凡 空间 'N 到 离散 拓扑 ,证 明 积 空间 XXxN 具有 B-W 性 
质 , 但 不 是 可 数 紧 的 . 
4.3.8 证 明 Frot 空间 距 是 紧 致 的 ,也 是 序列 紧 的 . 
4.3.9 设 (X,r) 是 第 一 可 数 的 * 证 明 CEr 拓 对 和 的 每 个 紧 致 子 集 CCGPC 开 于 C， 
4.3.10 证 明 Lindelof 空间 X 与 紧 致 空间 了 的 积 空间 是 Lindelcf 的 . 
4.3.11 证 明 序 列 紧 空间 X 与 可 数 紧 空间 了 的 积 空间 六 XY 是 可 数 紧 的 . 
“4.3.12 设 (X,r) 不 是 紧 致 的 , 则 5 一 (各 C1C 为 和 的 紧 致 子 集 ) 上 共有 有 限 交 性 质 , 生 
成 一 个 滤 子 多 . 证 明 Adh 多 一 {rEXIYBDE-4Cz),U 非 紧 致 上 


$ 4. 4 紧 性 与 分 离 性 的 关系 


A 内 容 提要 


4. 4. 1 定理 (1)Hausdorff 空间 的 紧 致 子 集 是 闭 集 ; 

(2) 紧 致 Hausdorff 空间 是 T, 空间 ， 

(3) 由 紧 致 空间 XX 到 Hausdorff 空间 Y 的 连续 的 一 一 映射 :>Y 是 同 胚 映射 . 

4.4.2 定理 设 4 为 正则 空间 (XX,r) 的 紧 致 子 集 . 

(1) 车 万 为 与 4 不 相交 的 闭 集 , 则 3 U,VEr, st ACU ,BCV, 且 UNV=8. 
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(2) 车 4CU 且 UEr, 则 Jj VEr st. 4CYCVGL. 

4. 4.3 定理 设 轴 为 完全 正则 空间 ,4,BCX, 其 中 4 紧 致 ,B 为 财 集 , 且 4 门 瑟 = 分， 
则 存在 连续 映射 f: X-~[0,1] 使 F(4)=10}),FCB)C11 

4. 4,4 定理 ”Lindelof 的 正则 空间 是 正规 空间 . 


B 例题 


A4.4.1,4.4.4 定 理 的 证 明 方 法 (可 参见 有 关 的 教科 书 ,如 [1j), 都 是 很 典型 的 ,要 好 好 
领会 .A 中 给 出 的 定理 都 是 很 有 用 的 结果 ,要 善于 运用 . 

4,4.1 设 关 为 紧 致 Hausdorff 空间 ， 和 是 飞 的 闭 连通 子 集 族 ,C 二 门 -3Y 关 亡 ,. 在 关 
系 “C" 之 下 是 全 序 的 ,证 明 C 连通 . 

证 设 {D,E} 是 C 的 一 个 分 解 . 因 万 ,已 闭 于 C, 而 C 又 闭 于 义 , 故 DD,E 也 闭 于 义 , 且 
DNE=G. 由 于 XX 是 紧 致 Hausdorff 的 ,所 以 是 正规 的 . 因此 3 U,V 开 于 X sr UNV= 
GH DPCU ,ECTY， 这 表明 已 和 了 都 含有 C 的 点 ， 所 以 Y AE A ANUz9, ANV#G. 由 
于 A 连通 , 故 4ZUUTY. ANYUUV YY, 所 以 

(4 门 有 CUT)I4Ee 
是 X 的 一 族 非 空 闭 集 . 向 于 是 全 序 的 ， 所 以 多 的 任意 有 限 个 成 员 之 交 仍 是 汉中 的 元 ， 
即 .多 具有 有 限 交 性 质 . 于 是 由 X 的 紧 致 性 得 
门 多 交锋， 好 CNGUVUUDEG. 
这 与 C=DUECUUYV 矛盾 . 这 就 证 明了 CC 连通. 口 
注 “这 一 道 题 的 综合 性 较 强 ,读者 可 仓 细 体会 一 下 ， 
4. 4. 2 设 


FOFID™wIOFI~ 
是 Hausdorff 空间 X 的 ( 非 空 ) 紧 致 子 集 的 渐 缩 序列 ,L/ 开 于 义 , 且 门 F.CU. 证 明 3 ,EN 
s.t，V n>m, F.CU. 
证 首先 ,由 {FF},en 的 产 缩 性 ;可知 上 述 缚 论 与 3 mEN s.t， 所 CW 等 价 . 现在 我 们 用 
反 证 法 设 V nEN,F, 站 YU 关 扩 . 由 于 F,,ZU 均 闭 于 XX, 所 以 站 BU 闲 于 入 ,从 而 也 闭 
于 Pi 而 FF, 是 紧 致 的 ,(F, 几 U1,en 是 .FF 的 非 空 闭 集 的 浙 缩 序列 ,所 以 


NE, N 各 DC) FG. 


即 ( 们 FJNZU 关 儿 , 这 与 介 F,CU 牙 盾 .从 而 命题 得 证 口 

4.4.3 (1) 设 (X,r) 是 自 稠 密 的 ( 即 X' 二 六 )Hausdorff 空 闻 ,证明 :Y UEr 一 各} 以 
RY rEX, JIVE {IO st. VOU Br&V. | 罗 

(2) 如 果 多 是 自 稠密 的 ,Hausdorff 的 ,又 是 紧 致 的 . 证 明 : 任 一 映射 FF: N 一 和 X 都 不 是 
满 射 ,从 而 及 不 可 数 . 

(3) 证 明 : 瑟 的 任 一 闭 区 间 [e ,oj(ae< 交 是 不 可 数 的 . 

证 (1) 车 rzEU, 由 于 xEX', 故 有 有 UNC(X 一 {x)) 关 名 .所 以 3 yEU s.t. > 天。 
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车 Xz&U, 因 U 关 名 , 故 3j yEU s.t，y 关 7 总 之 ,3 yEU s,t,，y 关 XZ. 由 Hausdorff 性 质 ， 
I Wi WErst. rEW,yEW; HW NW,=C. 令 V=UNW; 则 yEV,VErVCU. 又 
WNVCW, NW,=2 ,所 以 x EV. 

(2) YnEN, 记 芭 , 二 f(n). 我们 用 归纳 法 构造 V,Er 使 (V,),en 为 X 的 非 空 闭 集 的 浙 缩 
序列 , 且 V nEN,r,V,. 

当 w=] 时 ,对 于 zx, 与 U= 二 XX 由 (1) VIEr 一 {1@),s.t. VCU=X 有 Xt. 

假定 Vi Var 已 作出 , 且 VY n 扩 kV ,Er 一 {CO }) rE、V VCV, (nek—1). 

于 是 对 于 x 与 Vi€Er 一 { 谢 }, 由 (1) 3 Vin Er— {2} st: Toy ,Vi CV. 

由 归纳 原理 得 (V,),en 符 合 要 求 . 现 由 XX 的 紧 致 性 (实际 上 可 数 紧 就 足 矣 ), 站 V, 了 人 2 

取 zE 站 因 Y wnEN, x. 儿 V,, 故 x 关 z,, 即 x 多 1(N), 所 以 不是 满 射 . 从 而 XX 
不 可 数 ， 

《3) 因 EE 的 区 间 [a,6](a<b) 是 紧 致 的 ,Hausdorff 的 自 稠密 的 .所 以 [ab 不 可 数 ， 癌 ] 

注 关于 [a,6] 不 可 数 的 这 一 证 明 完 全 不 用 代数 的 方法 , 既 不 用 十 进 制 小 数 ,也 不 用 二 
进 制 小 数 , 仅 仅 用 到 EE 的 拓扑 结构 ,而 这 个 拓扑 结构 是 由 序 结构 导出 的 . 

4.4.4 设 多 为 可 数 无 限 集 ., 令 

rx 二 {GCXIpEG 或 儿 G 有 限 },p€ 六 固定 . 
一 {GCRIgG 或 必 G 有 限 },g € R 固定 . 

(实际 上 (4X,rx,(R,rs) 都 是 Fort 空间 ). 

(1) 证 明 (X,rx》,(R,r》 都 是 紧 致 的 ,序列 紧 的 ,Hausdorft 的 . 

(2) 令 Z 一 XXR 为 积 空间 ,证 明和 是 正规 的 ,但 Z 的 子 空间 太 三 Z 一 人 (pg)} 却 不 是 正 
规 的 . 

(3) 设 A 二 (X 一 {pj))X({q},B={p}X(R 一 {g)) 易 见 A,B 为 Z 的 两 个 不 相交 的 闭 集 ， 
定义 | 

0 zxEA, 
f: AUB->[0,1j, xh>/f(zx)= 1 xc 有 

证 明 f 连续 但 不 存在 到 W 上 的 连续 扩张 , 即 对 任意 的 连续 映射 g : W->[0,1], 都 有 glius 
二 四 ， . ， 

证 (1) 由 C4.3.8 已 知 (和 tr) 《Rra) 都 是 紧 致 的 ,序列 紧 的 ， 广 YV zzaEX 且 阅 天 
2。 

车 Xi 关 pp 县 x 了 py 则 {x} ECzDy (try ExCz (zi 站 (zs) 一世 

车 =p; 则 XX 一 {zo) ENT {mE Nr) (KX— (xz) MN {x)=. 
所 以 ( 卫 ,ty) 是 Hausdorff 的 . 同 理 (好 ,ra) 是 Hausdor 红 的 . 

(2) 由 (1) 及 了 B4.3.1 知 Z 也 是 紧 致 的 Hausdor 任 的 ,从 而 是 正规 的 . 

现 设 UsV 分 别 为 W 的 包含 (3) 所 述 的 A 与 B 的 开 集 ,县 UfY= 名 . 则 存在 C, 互 开 于 
Z 使 

U=GfNW, V=HNW. 
VY zEX 一 (pgE4CUCG: 故 3 VE Nr st {7)}XV,CG, 有 8 R-V, 有 限 ， 
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令 
C=U {iR—V,.|Ir€EX—{p}}, 
则 C 可 数 , 故 
jy ER CU{gD)=(N {VzEX- (pI NR- {gq). 
一 方面 ,VY XEX 一 1p) ,yoEV,, 有 
(x,y0) € {zr} X VSG (x) 
另 一 方面 ,(p,yo EBCVCH, 故 3 NEYVy(p) fr st. (py ENX {ylICH, EH 
X 一 N 有 限 , 故 
3zoEX—(X—NU {p= NN {p)). (x x) 
于 是 由 (x*) (xzoyy) EC 由 (* x<*) 《xo yy%) ENX {yo}CH, 所 以 ， 
‘(xo EGMNHNW = UNTY, 
与 UmV= 纪 矛盾 . 从 而 W 不 是 正规 的 . 
(3) “大 的 连续 性 由 粘 合 引 理 立刻 可 见 
假若 存在 8g : W 一 [0,1] 连 续 , 使 glaus 一 广 风 
Ue [0, 志 )| ,VV def a (3 . 
开 于 W 且 ACU,BCV,UNV==Z, 与 (2) 矛 盾 , 所 以 不 存在 到 W 的 连续 扩张 口 
注 ”这 道 题 一 方面 说 明正 规 性 不 是 遗传 性 质 ,同时 还 说 明 Tietze 扩张 定理 的 结果 对 于 
非 正规 空间 不 成 立 . 
4.4.5 ”证 明正 则 空间 (X,r) 的 紧 致 子 集 4 的 闭 包 万 也 紧 致 . 举例 说 明 任意 拓扑 空间 
中 紧 致 子 集 的 闭 包 未 必 紧 致 
证 [法 一 ] 设 多 为 所 在 X 中 的 任 一 开 覆 盖 , 则 光 也 是 A 在 XX 中 的 开 覆 盖 , 故 有 有 
限 子 族 (G1,G4，…,G,} CC 使 ACUG 现 证 ACUG 假定 3 xzEA 但 xz&UUG,, 则 zxE 


(UG). 因 为 4 紧 致 ,Z(UUG) 是 X 的 闭 于 集 , 且 ANZ(UG)= 名 , 则 由 A.4.4.2(1) 
3U,VErst. ACU, Z(UGICV UNV=G. 而 VEANx(z) 且 VNA=J 与 EA 芭 
盾 . 故 有 岂 GA. 于 是 7 万 紧 致 . 

[法 二 ] ”与 [法 一 ] 同 样 地 证 ACUG. 

由 于 4 紧 致 ,由 A.4.4.2(2)j VErs.t. ACVCVCUG,, 于 是 ACVCUG. 

[法 三 ] 设 光 为 4 在 久 中 的 开 覆 盖 ,Y rzE43 GE 多 st rE€G,. 由 X 的 正则 性 ， 


了 YErst EV.CV,CG,, 则 {V,|zE A} 是 4 在 XX 中 的 开 覆 盖 ,由 A 紧 致 ,存在 {V,， 
V,，……,V,} 使 


ACUTV,C UV, =V. CUG.,. 
i=t 1 i=] ti 


从 而 有 CUG,. 所 以 {G,,G,,,…,G,.} 就 是 有 万 在 XX 中 的 开 覆 盖 史 的 有 限 子 覆盖 . 故 肌 了 了 
致 . 
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对 于 一 般 拓 扑 空间 不 成 立 的 反例 有 : 
(1) 无 限 的 特殊 点 拓扑 空间 (XX,r) ,pEX 为 特殊 点 .1p} 是 久 的 紧 致 子 集 , 且 fp} 
得 XX 不 是 紧 致 的 (由 此 可 见 芝 不 是 正则 的 ). 
(2) 右 序 拓扑 空间 RR,,,[asb] 是 R, 紧 致 子 集 , 目 [a,6] 二 (一 co, 候 , 易 见 ( 一 oo,0] 在 RR 
中 不 是 紧 致 的 . 口 
4.4.6 证 明 多 于 一 点 的 连通 的 Ts 空间 是 不 可 数 的 . 
证 假定 基 是 多 于 一 点 的 连通 的 下 空间 ,如 果 久 可 数 , 则 XX 是 Liudelof 的 ,从 而 六 是 
正规 的 T 空间 ,因此 由 B4.2.6 知 X 是 不 可 数 集 , 矛 盾 . 所 以 和 必 为 不 可 数 集 . 口 
4.4.7 设 吕 为 由 XX 到 到 的 映射 族 ,车 zEX 使 Y fE4 有 f(r)==0, 则 称 x 为 2 的 公 
零点 . 记 安 (XX,) 为 由 半 到 忆 的 全 体 连 续 映 射 组 成 的 集合 . 现 设 (X,r)? 是 完全 正则 的 ， 
证 明 :X 紧 致 全 Y SCZ(X,E') 和 有 限 子 集 有 公 零 点 , 则 2 本 身 有 公 零 点 . 
证 “之 ” 记 多 ={f/({0))|fE4), 据 假设 2 的 任 一 有 限 子 集 有 公 零 点 , 故 . 为 
的 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 , 由 六 的 紧 致 性 ,立刻 可 得 
NN ( 广 (C(0D)IAE ESG) 天 订 . 
所 以 有 公 零 点 、 . 
“< 二” 假定 XX 不 是 紧 致 的 , 则 存在 匀 的 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 多 使 介 岂 = 名 . 于 
是 ,VY XEX3 REZ s.t, XxF,. 再 由 完全 正则 性 ,了 f.: XX 一 [0,1j 连 续 s.t. f(x)==0， 
f.(F,)=1{1}. 令 
gr: X>E, yg(y)=1— /f(y), 
则 
gr E FX,E'), HA gx) = 1,g8(F,) = {0}. 
由 :多 共有 有 限 交 性 质 可 知 喘 射 族 @ 王 (gzrEX) 的 任 一 有 限 子 族 都 有 公 零 点 . 则 据 假 设 
条 件 < 有 公 鹤 点 , 记 为 ro 于 是 g, (zo) 一 0 导致 予 盾 . 所 以 XX 紧 致 . 口 
4.4.8 证明 XX 是 正规 的 舍 对 XX 的 任 一 闭 集 下 以 及 包含 下 的 开 集 G, 存 在 可 数 的 开 集 
族 {Un}sen 使 FCUU, 且 VY n€EN,， DUD,CG. 
证 必要 性 显然 ,只 需 证 充分 性 
设 户 ,F; 为 XX 的 一 对 不 相交 的 闭 集 ,不 妨 假 定 它 们 都 非 空 ,注意 到 FC%F,,F,C 
多 F. 由 假设 条 件 ,存在 可 数 开 集 族 {UD,),es 及 {V,) ,en 使 
PF CUYU,, YnEN,U. Ch,; 
F, CUV,, VnE€EN,V,CehF. 
令 nEN 
U = UU; 一 总 V», 了 一 上 人 一 总 V2). 
于 是 U,V 为 不 相交 的 开 集 , 且 CU,F,CV, 所 以 是 正规 的 . 口 


4. 4. 9(Wallace 定理 ) 设 4, B 分 别 为 多 ,了 的 紧 致 子 集 , W 为 积 空间 双 XY 的 包 合 
AXB 的 开 集 . 证 明 3 VErr 及 VEry 使 
AxXBCUxXVCW. 
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证 先 考 虑 4 为 单 点 集 (zj} 的 情形 ( 称 为 管 形 引 理 ).V y€ B33 U,E-fx(r) 站 rx 以 及 
VErys.t, (zr,yEU, XV,CW. 
= {V,|y€ B} 


是 8 在 Y 中 的 开 覆 盖 , 由 8 紧 致 ,3 和 {V, ,V ssVy)CY st BCUV,. 令 
V.=UV,, UV,=AU,. 
则 VErr，Y-Err 且 
{zr} XxX BCU,XV,CW. 
进而 V zxE A 都 存在 如 上 所 述 的 U,V,. 于 是 
一 {U,|zx € A} 
是 4 在 X 中 的 开 材 盖 , 由 4 紧 致 , (UU ,Us }CW st ACUU,, 令 


U =UU., Vv =AV,, 

则 局,V 合 所 求 . 口 

注 这 一 道 题 从 内 容 的 系统 上 讲 可 列 人 上 一 节 . 不 过 从 证 明 方法 上 看 是 与 本 节 的 许多 

结果 所 用 的 方法 雷同 . 这 是 一 个 有 名 的 定理 , 当 4=(z)} 时 ,也 叫 管 形 引 理 . 人 

的 问题 时 很 有 用 ,应 注意 这 个 定理 中 ,4,B 的 紧 致 性 条 件 是 起 决定 性 作用 的 ,如 果 有 一 - 
是 紧 致 的 , 则 结论 未 必 成 立 , 例 如 在 二 FE'XE! 中 ,W = [< 
会 (0, 十 oo0)X10} 的 开 集 ,就 不 存在 U,V 开 于 使 (0, 十 co)X{0}CUXVCW 成 立 . 原因 
就 是 其 中 的 4= (0, 十 ceo) 不 是 紧 致 的 . 

4.4.10 《1) 证 明 : 如 果 Y 为 紧 致 空间 , 则 投影 p, : 和 XY~> 碟 是 闭 上 映射 ,其 中 入 
7Y 为 积 空间 . 

(2) 设 f: X-=Y, 了 是 紧 致 空间 . 证 明 : 如 果 上 是 积 空间 的 闭 子 集 , 则 f 连续 . 

证 ” (1) 设 政 闭 于 XXY. 要 证 p'(F) 闭 于 XX. 

设 XE 和 PCF), 则 V yEY,(x,y) 久 让, 即 {x) XYC%FF, 因 Y 紧 致 ,于 是 由 管 形 引 理 ， 
IUErs.t, 

{xz} XYCUXYC®F. 
而 (UXY)=U 开 于 X 且 
rEU=Pp(U XY) CEhR). 

最 后 的 包含 关系 是 因为 :如 果 zi1E€ pi1(F), 则 3 yEY st， (zi,y)EF. 于 是 x,y) &UXY,， 
故 zi 冬 避 ,从 而 zi 人 请 (XY). 这 就 表明 p(U XY)C%p1(F). 由 此 可 和 Zpy(F) 开 于 XX， 
即 p, (所 ) 闭 于 X. pi 为 闭 映射 . 

(2) ”注意 到 fCXXY 就 是 映射 的 图 ,容易 验证 :对 于 Y 的 任 一 闭 集 下 

fF)=p((XxXF) NN. 

由 于 XXF， 了 都 是 全 XY 的 闭 集 , 由 (1)p, 又 是 闭 映 射 , 所 以 广 :(F) 是 X 的 闭 集 ， 从 而 f 
连续 . . 口 

注 “我们 已 知 投影 是 开 映 射 , 一 般 地 不 是 闭 喘 射 . 这 里 (1) 给 出 了 投影 是 闭 映射 的 一 个 
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充分 条 件 . C4. 1.6 告诉 我 们 : 当 Y 是 Hausdorff 空间 时 ,如 果 让: X->*Y 连续 , 则 了 是 积 空间 
的 闭 子 集 . 现在 例 中 的 (2) 在 了 是 紧 致 空间 的 前 题 下 ,给 出 了 一 个 与 此 相 “ 逆 ”的 命题 . 
4.4.11 设 C 为 扬中 有 界 的 闭 的 凸 集 (B1.1.11) 且 IntmC 关 名 . 证 明 : 作 为 的 子 空 
间 C 与 所 的 单位 闭 球体 = {xEE2|zx | 志 1) 同 胚 . 
证 不 妨 假 设 原点 OEInteC, 且 DCC. 如 果 定 义 映射 p: E>E': YY XxEE2', 令 


p(x) = inf{la>0| 二 € C}. 


(1) 先 证 户 满 足 :VY xz,yE EF" 

(i) p(x) 实 0, 且 当 x 关 0 时 ,p(x) 沁 0. 

(Ci) Y t>0, p(t7)=itp(z). 

CQ) p(x y)Ep(r) + py). 

(i) (i) 是 明显 的 ,只 需 证 Gii). VY e>>0, oa,p8>0，s.t. 


pi) Sa<plr +s, EC, 


pO EPZpY) + EE, SEec. 


2” 0 
于 是 ， 
pz) + ply) Ea+ Bplr)+ py) + e. 

由 于 C 是 凸 集 , 故 

和 = ec 
因此 

pl(r+y) Rat+pB<<pr) + p(y) + 
证 e->0 得 


plr + y) pr) + ply). 
(2) 再 证 C 可 表示 为 
C= {rE€EF|p(r) 1), 
且 p 连续 . 
事实 上 ,V zEC, 由 村 EC 可知 p(x)<1. 反 过 来 , 当 p(z)=0 时 ,z=OEC, 当 0<p(lzx) 


Sl 时 ,VY 8>03 ua>0,st TECH pl(r) Sa<plr) t+. 
现在 ,VY e 汪 0, 只 要 取 6 二 pr(r)。e/ zj. 就 有 


人 
| plx) 
由 于 C 为 的 闭 集 ,EC, 所 以 FjEC. 
再 由 C 是 凸 集 ,OEC， op 得 


z 和 zl 、 
| < al19< pz —e 


一 (pO pz). EC. 


py 
因此 
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C= ¥ TPS 1), 
现 当 xzzO 时 ,了 有 ED'CC, 故 有 zp( 汪 和 71 从 而 
p(t) < | rl. 
由 于 | 


p(X) = pr— yy Rp(lr oy) + ply), 
Pr) ~ ply) < plr CO— y)), 


同 理 
p(y) — p(x) ply— 7) 
故 得 VY z,yE 已 ， 
1p(7) — p(y | < max{p(z — py—7)) |r— yl, 
从 而 p 连续 . 
(3) 令 厂 : C 一 万 为 
罗 : 
fx) = /fT X 关 0， 


LO .z=0. 
则 易 见 在 x 关 O 处 连续 . 在 z==O 处 'Ve>0, 取 和 一 c 则 当 |z 一 O04 < 时 ， 就 有 


ffAO1 = ol< 和 Firl < trl <e 


所 以 了 连续 . 
因为 C 是 紧 致 的 , 疡 是 Hausdorff 的 而 了 是 连续 的 ,一 一 的 ， 其 造 为 g 万 "一 C: 


me I 关 0O， 

: oO 二 0. 

故 由 A4.4.1(3) 即 得 是 同 胚 映射 .所 以 C 与 Dr 局 胚 . i 器 
注 与 F" 中 单位 开 球 同 胚 的 空间 叫做 n 维 开 胸腔 ,而 与 Fr 中 单位 闭 球体 同 胚 的 空间 

叫做 维 闭 胞 膀 . 于 是 尼 中 内 部 非 空 的 紧 致 止 集 是 ” 维 闭 网 膝 ， 而 非 空 的 少 界 的 开 的 凸 集 

是 二 维 开 胞 腔 . | 


C 练习 题 


4.4.1 设 和 上 有 了 现 个 拓扑 mr 证 明 ， 

(1) 如 果 (X,r) 是 紧 致 的 , (和 ,rz 是 Hausdorff 的 , 旦 mmCr; 则 ri 一己 

(2) 如 果 (X,m)> 是 Husdorff 的 ,mmCm 且 天 和 关 m， 则 (Xr ) 不 是 紧 致 的 . 

(3) 如 果 (X,r > 是 紧 致 的 ,riCr 且 ”天 Pi, 则 (X,r) 不 是 Hausdorftf 的 . 

4.4.2 证 明 Lindolof( 或 紧 致 ) 的 正则 空间 (X,r 是 完全 正则 的 

4.4.3 设 (X,r) 为 紧 致 Hausdorff 空间 证 明 对 任意 两 个 不 相交 的 闲 集 A,B 总 存在 
UVEr, s.t. ACU, BCV BUNV=2..  .; ， 

4.4.4 设 4 为 正则 空间 (X,r) 的 紧 致 子 集 ,证 明 : 若 4CBC 世 ， 则 BB 也 是 义 的 紧 致 了 
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$4. 5 Urysohn 度量 化 定理 与 紧 度量 空间 


A 内 容 提 要 


4.5.1 定义 ”对 于 拓扑 空间 (X,r) ,如果 存在 XX 的 度量 Pp 使 + 就 是 p 诱 导 的 拓扑 , 则 称 
(X,r) 可 度量 化 . 

《XX,r) 可 度量 化 千 X 同 胚 于 某 度 量 空间 或 可 榜 入 某 度量 空间 ， | 

4.5.2 定理 (Urysohn 度量 化 定理 ) 每 个 第 二 可 数 的 T, (等 价 地 第 二 可 数 T:) 空 间 都 可 
度量 化 . 

4.5.3 定 义 设 4 为 度量 空间 《〈X,o) 的 子 集 ， 如 果 V e>>03 FCXs.t. 有 限 且 
4C 日 BCz,e), 则 称 4 是 全 有 界 的 ， 

4.5.4 定 理 设 (Xp) 为 度量 空间 ,4CX， 

(1) 4 全 有 界 之 4 有 界 . 

(2) 久 具 有 B-W 性 质 全 X 全 有 界 ->X 是 可 分 的 ,Lindelof 的 ,第 二 可 数 的 . 

(3) X 具有 B-W 性 质 司 X 可 数 紧 人 久 序列 紧 司 XX 紧 致 (再 由 A5. 5. 2 知 也 等 价 于 伪 
紧 )， 

由 于 (3) 的 缘故 ,我 们 就 把 度量 空间 的 这 四 种 等 价 的 性 质 统称 是 < 紧 "的 . 但 要 注意 ,在 
泛 函 分 析 中 ,一 般 地 不 用 * 子 空间 "这 个 概念 ,对 于 度量 空间 的 子 集 叫 做 “ 列 紧 的 ”, 与 我 们 在 
拓扑 学 中 叫做 “序列 紧 的 ?或 等 价 的 “具有 B-W 性 质 * 不 一 样 ,因为 在 拓扑 学 中 ,是 把 子 集 当 
作 子 空间 看 待 的 * 泛 天 分 析 中 的 “ 自 列 紧 " 才 与 拓扑 学 中 叫做 “序列 紧 "“B-W 性 质 "一 样 ， 

4. 5.5 定理 度量 空间 的 每 个 紧 子 集 ( 作 为 子 空 间 是 紧 的 ! 记 住 在 本 课程 中 总 是 这 样 理 
解 的 ) 都 是 有 界 闭 集 . 

4.5.6 定 理 由 紧 致 (或 序列 紧 ,或 可 数 紧 ) 的 拓扑 空间 〈X,r) 到 到 的 任 一 连续 映射 
:XX>El 有 最 大 值 与 最 小 值 , 即 3 zi zsEX Ss.t. f(x)=maxf(X), f(r)=minf (X). 

4.5,7 定 义 《1) 设 多 为 度量 空间 (X,2) 的 开 枢 盖 , >0. 如 果 Y .ACX,6(4A)<4>3 G 
ES s.t, ACG. 则 称 1 为 开 覆 盖 字 的 Lebesgue 数 ,其 中 6(4) 是 4 的 直径 . 

(2) 由 度量 空间 ( 亲 ,p) 到 (YY.,d) 的 映射 :光一 了 ;如果 满足 Y 之 0 3 5>>0 s.t. 
PRX ) LHd(f (ry f(r)) < ee, 
则 称 f 为 一 致 连续 的 . : 

显然 一 残 壬 续 必 连续 

4. 5.8 定理 紧 度 量 空间 的 任 一 开 歼 盖 都 有 Lebesoue 孝 、 


4. 5.9 定理 由 紧 度量 空间 到 度量 空间 的 连续 映射 是 一 致 连续 的 . 
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B 例题 


Urysohn 度量 化 定理 给 出 了 拓扑 空间 可 度量 化 的 一 个 充分 条 件 ,或 者 说 给 出 了 拓扑 空 
间 可 度量 化 使 之 成 为 可 分 度量 空间 的 充 要 条 件 . 要 判定 一 个 拓扑 空间 不 可 度量 化 ,就 得 检 
验 可 度量 化 的 必要 条 件 , 也 就 是 度量 空间 所 具有 的 拓扑 性 质 , 最 主要 的 是 第 一 可 数 性 以 及 分 
离 公理 . 还 有 可 分 性 ,Lindelof 性 与 第 二 可 数 性 三 者 的 等 价 性 以 及 上 一 节 所 述 的 四 种 紧 性 
的 等 价 性 . 对 于 度量 空间 的 紧 性 用 得 较 多 的 是 序列 紧 性 和 B-W 性 质 . 

4. 5.1 证 明 可 数 的 Fert 空间 可 度量 化 ,不 可 数 的 Fort 空间 不 可 度量 化 . 

证 (1) 设 (X,r) 为 Fort 空间 ,pEX 固定 ,r 一 {GCXIp&G 或 儿 G 有 限 }. 假定 X 
是 可 数 的 . 

首先 , 易 见 每 个 单 点 集 都 是 闭 集 ,所 以 三 是 下 的 ， 

现 设 -EX,F 为 处 的 不 包含 工 的 闭 集 . 

(i) 车 p& 了 , 则 FEr 且 当 F 是 包含 x 的 开 集 ,所 以 对 x 与 有 不 相交 的 开 集 分 别 包 含 
它们 . . 

(ii) 车 pEFR, 则 zz 关 p, 于 是 {x) 与 儿 {x) 为 分 别 包 含 zx 与 下 的 不 相交 的 开 集 . 至 此 证 明 
了 ( 苇 ,r) 是 正则 的 . 

再 者 , 令 


多 = {{r}|lr EX {p)}U (GlpE GH YG 有限 }. 
则 沟 就 是 XX 的 一 个 可 数 基 , 所 以 XX 是 第 二 可 数 的 . 故 由 Urysohn 度量 化 定理 知 可 数 的 
Fort 空间 可 度量 化 . 
(2) ”对 于 不 可 数 的 Fort 空间 由 B1. 5. 5 可 知 它 不 是 第 一 可 数 的 , 故 不 可 度量 化 . 口 
4.5.2 设 (X,p) 为 紧 度 量 空间 , f+ XX 一 XX 连续 .A 二 门户 (X). 其 中 让 =f, 1'= 
厂 。 户 (Y 站 ,证明 ;4 尖 攻 ,4 是 紧 致 子 集 目 f(4)=A4. 
证 首先 ,Y mn， 广 (X) 是 紧 的 ,从 而 也 是 闭 的 ， 注意 到 ( 产 (X) jen 是 渐 缩 的 ， 所 以 
4 天 个， 
又 Hausdorff 空间 中 紧 致 子 集 的 交 是 紧 致 的 ,所 以 4 紧 致 (事实 上 ,A 是 紧 致 子 空间 
广 (X) 的 闭 子 集 ). 
下 证 4 二 (4). 一 方面 
AH = ANFAY CNPRY) = Nr) 一 人 4 
另 一 方面 , 若 7E€ 4, 则 VYV nyEXSst, (yi)=zr. BT f(y,)=7x (f=idx). 从 而 Vn， 
3 Ef TX) st f(z,)==x. 因 XX 紧 , 故 序列 (z,),enx 有 收 化 的 子 序列 (z,)ien, 记 极限 为 z。， 
由 于 { 户 (X) juex 是 渐 缩 的 ,又 YA 3 wow>k, 故 当 i>i(D 时 ,z, EE 户 (X)CA(X), 而 了 (X) 
闭 于 X, 所 以 zeoE 产 (X), 玫 有 


zo EC = 4. 
于 是 ,由 了 的 连续 性 可 得 (f(z, ));en 收 敛 于 f(z) EA). 
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但 Yi， f(z,)=x. 由 极限 的 唯一 性 知 , 六 xzo) 一 7 故 有 >zE74). 从 而 4C 太 4)， 
综 上 可 知 f(A)=A. 国 
注 本题 的 结果 在 有 关 “ 映 射 的 不 动 点 ”问题 中 常常 有 用 . 
4.5.3 设 (X,o) 为 紧 度 量 空间 ,证 明 ; 和 连通 会 V Tz,yEX 以 及 VY Ee 这 0 3 ris ,T,)CC 
Ks.t. 7 一 Ti 一》 上 且 Y inl,pri 7 ) < 
证 “=>” 假定 了 3 e>0, 以 及 zyyEXs.t YnEN 及 (zz CCX rs 窒 2 一 1 s.t. 
plzisxi41) 之 e. 令 
A= {zE XInEN 有 {rr} CXSs.t. 
| Ti 一 Tt 一 zs 魏 7 lpr Ti) < Ee} 
( 注 “对 取 定 的 zyvey{rioyrjCX, 若 满足 :ri=zm=y 且 Yi<n 一 1pCryzsD<e 则 
称 (x1,… ,x,) 为 连接 x,y 的 e- 链 . 于 是 命题 中 的 条 件 可 叙述 为 :对 任意 的 zx,y'e 都 有 连接 
zy 的 e 链 .4={(zEXI 存 在 连接 rz,z 的 e- 链 }). 
显然 xE4, 故 4 天 好, 又 据 假 设 y 冬 4, 故 4 天 区. 
车 bpE4, 则 3 aE4s.t. pla;p)<e, 据 4 的 定义 ,就 有 pE 4, 故 4 为 闭 集 ， 
又 Y_pE4, 当 dgEB(Cpe) 时 , 因 po(pa)<e, 故 有 coE4. 于 是 B(p,e)CA, 所 以 4A 也 是 开 
集 , 这 就 与 X 的 连通 性 矛盾 . 
“<” 设 {4,B} 为 匀 的 一 个 分 解 , 则 A,B 都 闭 于 XX, 从 而 都 是 紧 致 的 .所 以 3 a€ A,6 
EBs.t. p(A,B)=p(a,b)>0 (C4.5.8), 对 于 a,b 和 二 pla,6) 由 命题 的 假设 条 件 ， 
3 (zz CXsta 一 Ti 一 tr BY ii 和 2 一 1 ozD<e 在 (zz 中 必 有 相 邻 两 
点 zisXit1 合 于 x;E4A,zx,:1.EB; 则 对 于 这 两 点 
oz Ee= pla,b) = p(A,B) 
引起 矛盾 ,所 以 义 连 通 . 口 
注 在 必要 性 部 分 的 证 明 中 没有 用 到 针 是 紧 的 这 一 条 件 , 因 此 对 任意 的 连通 度量 空间 
都 成 立 ， 
4. 5.4 (Edeistein 定理 ) 设 (X,o) 为 紧 度 量 空间 ,三 : XXX 合 于 
VYryyEX 且 zz 关 y，pOCFr), Gy)) < plr,y). 
证 明 :f 有 了 唯一 的 不 动 点 .( 即 存在 唯一 的 xEX s.t. f(x)=x.) 
证 ” [法 一 ] 由 上 了 所 满足 的 条 件 可 见 f 连续 . 故 由 上 述 B4.5. 2 知 
4= 门 户 (X) 
为 紧 致 子 集 (A 关 名 ), 且 /4) 一 4, 现 证 4 为 单 点 集 , 若 不 然 , 则 6(4) 汪 0, 由 于 4A 紧 致 , 故 
存在 zx,yE4 使 zx 天 >y 且 
A) = sup{po(m yyY)| zy € 4 一 max(pz yz E A} = pr,y). 
又 因 /(4) 二 4, 故 ] zyiE4s.t x 二 f(z1),y 二 f(y). 于 是 
0A) = px,y) = pf C7) fy)) < Pr)， 
矛盾 ,所 以 4 为 单 点 集 , 设 A= (xo). 由 f(A4)==4, 即 得 f(x) 二 xo. 
若 另 有 y 隆 Xo 使 f(y) 二 y. 则 
po(xzo,y) = pf (x0) ,f(y)) < plro,y), 
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矛盾 . 所 以 唯一 性 得 证 ， 
[法 二 村 考虑 gg :X=>E',rjrg(7x) 一 p(x,f(7)), 易 见 g 连续 ,由 于 紧 致 , 故 ] x 
EXS.t. 
szo) = min g(X). 
假定 f(zxo) 关 xo, 则 
gf x0)) = pf (ro fT0)) Tplros f(x0)) = g(xo) 
与 g(xo) 是 g 的 最 小 值 矛 盾 .所 以 f(x0) 一 ro. 
至 于 唯一 性 同上 ， 器] 
4.5.5 设 (X,2),(7,d) 为 度量 空间 ,SCX, 了 :SY. 在 点 zEX 处 和 了 的 振动 定义 为 
wf,7) = inf{6FfS 站 ec))IGE ryt) 站 ro}， 
我 们 约定 8( 名 )==0. 证 明 : | 
(1) f 在 x 处 连续 (YES,5 为 子 空间 )e3f 在 x 处 的 振动 %(f,x)=0. 
(2) 苦 了 在 S$S 上 一 致 连续 , 则 V rEX,w(f,7)==0. 
证 (1) “全 ” 由 在 zx 处 连续 ,V s>03 co>0s.t VY rE€EB,(r,o0) 门 S， 
d(f (x),f(r)) < e/3. 
则 
CFS MN Bx,0))) S20/3 < 
所 以 
or) = 0. 
二 ” 由 w(f,7x)= 二 0 知 ¥Y e>03GEANR NY, s.t. 
ofS NG) < 


的 


则 当 x ESsSmG(CE-YrCr)) 时 ， 
df x) fr)) < Ee. 
故 了 在 zx 处 连续 , 
(2) VY xEX, 
GD 若 存 在 CE-YxCz)nmrst GN$== 儿 , 则 
SFG 门 S)) = 0, 所 以 w(f ,x) 一 0， 
GD VY GEARx(zT) rT, GNSFEG, 则 rEClxS. 
因 f 在 S$S 上 一 致 连续 , 故 Y e>03 o>0s.t. 当 x x"E€S5 且 p(x' rz)<<a 时 
dr f(r)) < e/2. 
令 G=B,(z,0/2), 便 有 
SfGNS)) Ke/2 < ie. 
所 以 也 有 wf ,zx) 一 0. 口 


C 练习 题 


4.5.1 证 明 下 述 条 件 都 等 价 : 
《1)X 是 可 分 的 可 度量 化 的 拓扑 空间 ， 
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(2) 和 是 Lindelof 的 可 度量 化 的 拓扑 空间 . 

(3) 多 是 第 二 可 数 的 可 度量 化 的 拓扑 空间 . 

(4) X 是 第 二 可 数 的 Ts 空间 . 

(5) XX 是 第 二 可 数 的 Tychonoff 空间 . 

(6) 革 是 第 二 可 数 的 T, 空间 . 

4. 5.2 ”判断 下 述 空间 是 否 可 上 度量 化 : 

(1) 无 限 集 X 取 有 限 补 拓扑 . 

(2) Sorgenfrey 直线 R:. 

(3) 切 盘 拓扑 空间 (C4, 3, 4)， 

(4) 离散 拓扑 空间 ， 

4. 5.3 证 明 仅 含有 限 个 点 的 拓扑 空间 可 度量 化 的 充 要 条 件 是 X 为 离散 空间 举 出 一 
个 有 可 数 无 限 个 点 的 可 度量 化 空间 ,但 非 离散 的 例子 ， 

4.5.4 ”判断 下 述 集合 各 在 到 ,EE" 中 是 否 有 界 , 是 否 为 闭 集 , 是 否 紧 致 . 

(1) A={(x,+)€E FI0<zE1). | 


(2) B= { (zx,sin LEE |I0<zrE1). 


(3) SCOEN). 

(4) BCO,1),(E 的 闲 球体 ,n€EN). 

4. 5.5 举例 说 明度 量 空间 的 有 界 财 集 未 必 紧 致 . 

4.5.6 Yn,mEN, 5S 与 "是否 同 胚 ? 为 什么 ? 

4. 5.7 证 明 切 盘 拓 扑 空间 的 下 述 子 空间 

S=PUL, 

可 度量 化 . 其 中 P==RX (00, 十 0) ,Do 二 {rx,0)1rEQ). 

4. 5.8 设 4, 屯 为 度量 空间 (X,p) 的 紧 子 集 (4 天 节 , 5 天 他) ,4 门 有 = 好 ,证 明 存 在 < 
A,bEB 使 

p(A,B)= pla,b) > 0. 

并 讨论 将 A 或 4,B 换 成 闭 子 集 时 ,情况 如 何 . 

4.5.9 设 (X,p) 为 紧 度 量 空 间 , 如 果 了 : X-X 满足 条 件 : 

Vry EX, pr) HY) = plx,y) 

( 即 了 是 保 距 的 , 见 Bl1, 6.18), 证 明了 是 满 射 ( 从 而 了 是 等 防 的 ). 举例 说 明 当 4X,p) 非 紧 时 ， 
了 不 必 为 满 射 . 

4.5.10 设 (X,p),《Y,d) 为 度量 空间 ， :XY. 证 明 : 如 果 J 了 在 并 的 任 一 紧 集 上 连 
续 , 则 在 X 上 连续 . 
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第 五 章 ”分 离 性 与 紧 性 (了) 


3 5.1 完备 度量 空间 与 概率 度量 空间 


A 内 容 提要 


5, 1.1 定义 设 (xi)wen 为 度量 空间 ( 革 ,p) 的 序列 ,如 果 Y e>03nENs.t VY ij 之 n， 
PLXioX)) 之 Ee, 则 称 《x,) jen 为 Cauchy 序列 ,如果 《站 ,Pp) 的 每 个 Cauchy 序列 都 收敛 , 则 称 
(Xp) 为 完备 的 . 

度量 空间 的 完备 性 与 全 有 界 性 都 不 是 拓扑 性 质 ， 四 

5.1.2 定理 (1) 度量 空间 中 任 一 Cauchy 序列 的 接触 点 也 是 它 的 极限 点 . 

(2) 《了 芝 ,Pp) 完 备 伟 的 每 个 全 有 界 的 无 限 子 集 都 有 至 点 . 

5.1.3 定理 〈X,o) 是 紧 的 名 (Xpo)? 既 完备 又 全 有 界 . 

5.1.4 定义 (1) 函数 : 已 一 [0,ce) 如 果 是 不 减 的 , 左 连续 的 , 且 infjz) 一 0， suP/ CD) 一 
1， 则 称 /为 分 布 函数 . 用 DD 表示 一 切 分 布 函数 构成 的 集合 . 用 五 表示 由 当 1>>0 时 
H()==1; 当 1 志 0 时 ,有 H()=0 所 定义 的 分 布 诡 数 . 

(2) 设 X 为 一 非 空 的 抽象 集合 ,下 : 久 XX>D( 记 F(zr,y) 二 F,.,) 满 足 条 件 : Y zyyE 
x 

[PM.1] F.,.,(0)=0, 

[PM.2] F,,=HEr=y, 

[PM.3] F,,=F,.,. 
又 映射 A: [0,1]XL0,1]->[50,1] 满 足 条 件 ;Y a,6b,c,dE€[0,1] 

[A.1] A(a,l)}=a, A(a,0)=0. 

[A.2] A(a,b)=A(D,a). 

[LA. 3j a<c,b<d=>A(a,b) A,d). 

[A.4] A(A(a,b),c)=A(a, A ,eo)). 
( 称 人 A 为 三 角 范 数 ,或 1 一 范 数 , 1- 模 ), 且 有 下 述 Menger 广义 三 角 不 等 式 成 立 : 

[PM.4}] Vzxr,y,zEX, ti,ts>0, 

F(t tf) ACF, ,AD), F(t2)). 
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则 称 ( 和 ,天 ,4A) 为 Menger 概率 度量 空间 (简称 Menger 空间 ). 

直观 上 , Y zyEX,tER, F.,,(1) 可 理解 为 x 到 yy 的 距离 小 于 上 的 概率 . 对 于 度量 空 
间 (X,o)，, 若 VY x,yEX, 1ER 令 F(t 二 HG 一 p(x,y)). 又 Ya:'p6EL0,1], 今 A(a 0) 一 
min(a,5b), 则 下 :对 XX->D 与 A:[0,1]X[0,1]->[0,1] 满 足 上 述 所 有 条 件 ,《X,F 矿 ,AA) 自 
然 地 成 为 Menger 空间 ， 

5.1.5 定理 设 ( 久 ,A) 为 Menger 空间 , 且 4 满足 条 件 :sup4A(a,a) 一 1， 则 V xzEX 可 
由 一 切 形 如 

Ul(e,2) = {(y€E XIF,,(e)>1— 1) 

的 子 集 构成 的 集 族 (x)== {UCe, 和 ) |e 这 0, 0 过 2 碌 1) 为 相应 点 x 处 的 邻 域 基 生 成 了 的 一 
个 拓扑 r. 且 拓扑 空间 (X,r) 是 Hausdorff 的 , 第 一 可 数 的 .- 

注 经 (z) 中 的 元 Ce 是 z 的 邻 域 而 未 必 是 开 邻 域 .CCe) 与 度量 空间 中 的 球形 
邻 域 B(x,e) 很 相似 . 球形 邻 域 有 一 个 参数 e, 现 在 工 的 邻 域 U,(e,4) 有 两 个 参数 e,X . 在 证 
明 这 个 定理 的 过 程 中 ,条 件 [A.1j], [A.2], [A.4j 也 可 删除 . 此 时 称 之 为 SST 空间 . 


B 例题 


5.1.1 证 明 Hilbert 空间 ( 态 ,pn) (Bl1. 2.14) 是 完备 的 度量 空间 . 
证 设 x 二 (zx)jenE€ 晶 ， 《x”),en 为 中 的 Cauchy 序列 (注意 ,这 里 上 标 二 表示 序列 中 
的 第 nn 项 ,下 标 i 表示 x" 的 第 ;个 坐标 ), 则 
Ve>0 3m(e)ENSt. m,n nl(e) 时 ， 
pz Ze (5.1.1-1) 
所 以 VY iEN 也 有 |x 一 不 | 过 se。 因此 由 第 i 个 坐标 构成 的 序列 《zd ,en 收 全 于 某 一 点 zx;EE'. 
令 X+= 二 (xi)ien( 注 意 , 我 们 还 不 知道 这 个 x 是 否 属 于 HH). 
由 (5. 1.1-1), 对 每 个 固定 的 kEN 及 一 切 m,n 之 no,(e/2),， 有 


(D0)) Cpr",r) < e/2. 


1 一 1 


所 以 当 固定 >， 让 mco 时 ,就 得 


再 让 A-~~c 得 


。 | 
(Sr)) Se (5. 1. 1-2) 
后 
由 于 
(ZT) = (Tx) 
= (zr) C7) 2 x) 7) 
2r O20) 
所 以 当 取 定 e 之 0, n 之 no(e/2) 后 ,VkEN 由 (5. 1.1-2) 得 
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到 


友 大 
> A) E27) + 2 DY 
i=1 7 一 | 1 一 < 


天 
< 2 2 (好 )2， 
i=] 


def 


Sk 


因为 EH, 所 以 Dy 收 敏 ,从 而 > (zj 的 部 分 和 序列 (Sk 7pEN 是 单调 增 的 有 上 和 界 的 


序列 , 故 收敛 . 至 此 我 们 证 明了 .z E 五. 
于 是 5, 1.1-2) 就 表明 对 任意 给 定 的 ce 之 0, zao(e/2) EN,s.t. 7 之 io(e/2) 时 ,orr(z， 
7X") < ee 即 《x") ,ew 收 人 钙 于 XZ. 所 以 (如 ,pn) 是 完备 的 . 国 
5.1.2 证 明 实 值 连续 函数 空间 (元 ([0,1],E'),p* )(B1. 3.6) 是 完备 的 . 
证 设 (f)en 为 Cauchy 序列 , 则 
VY es>>0 了 no(e) s.t. 当 m,n 宕 no(e) 时 ， 


op" (fansfs) < e. 
于 是 ViELo,1] 
[flt) — flt)| < (5. 1. 2-1) 
所 以 WiE [0,1],， 《f(t)),en 是 记 的 Cauehy 序列 , 它 收敛 于 某 个 值 , 记 为 Aiz). 我 们 证 明 由 
此 定义 的 映射 ( 浮 数 )f : Lab 一 匹 连续 , 且 《f) ,en 在 名 ([0,1],FF') 中 收 僵 于 太 
先 证 在 数学 分 析 的 意义 下 (了 f,) ,en 一 致 收 化 于 /. 
由 (5.1.2-1), VY e>0, 3 耻 n(e/2) s,t. VY m,n 之 no(e/2) 及 VY 1E1[0,1] 有 
fl — ef/2 < flt) < ft) + /2. 
固定 nyt, 让 mm 一 oo 即 得 
f(t) — e/2 Sf) Qf) + ef2, 
也 就 是 当 n 宇 no(e/2) 时 ,VY 1€[0,1|] 
[f(D)— fe/2 < (5. 1. 2-2) 
所 以 《fi)sen 一 致 收敛 于 f. 而 万 都 连续 , 故 由 数学 分 析 的 知识 可 知 了 连续 . 即 
fE€ES(L0,1],E!'). 
再 由 (5.1.2-2) 可 得 
Pp’ (f,f,) = ,Sup lf (2) — f(t)| Se/2 < 
所 以 《fi) en 在 函数 空间 (多 ([0,1],), p*) 中 收敛 于 从 而 ( 儿 ([0,1],E1),p') 完备 . 
口 
5.1.3 证明 (XX,p) 完备 今 X 的 每 个 直径 趋 于 零 的 非 空 间 集 的 渐 缩 序列 (FF,) ,en 之 交 
局 有 恰 有 一 点 “ 
证 “二 ”YnEN 取 Xx,€ 下 , 易 见 序列 (x,) ,en 是 Cauchy 序列 . 故 收 伍 于 一 点 x, 由 
于 每 个 F, 都 是 闭 的 ,又 当 上 有 宇 n 时 ,x E€ 让, 所 以 EMF 


如 果 再 有 >? E 介 F,， 由 于 84F,) 一 0 得 PCr,y) 一 0, 故 y 一 zx. 因此 站 FF, 恰 有 一 点 


“< 设 (x,),en 为 Cauchy 序列 , 则 VEENIInENsSs.t. 当 六 7 之 闻 时 ,Orzi) << 浆 . 
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令 n(k) 二 min{n EN 当 i,j 宇 n 时 ， plxis x)) 生产 1 )， 则 V A, z(R 十 1) 之 mk)， 


再 令 R=B| x, 如 元 | ,VAEN. 则 YAEN, 忆 天 弛 , 且 


CCF,) 一 


1 (k—> oo 时 ). 


车 7€E Pi = Bl zr, 六 | ， 则 p(x ,x ui) 二 六 ， 


PTup rT) ES PTs Tog40) 十 Prt 7) 
1 

pl 

所 以 EF 即 FinCF. 于 是 由 假设 条 件 , 存 在 唯一 的 Xo€E (NF 


一 六 十 


于 是 V e>0, 取 有 EN st 元 < 半 ， 则 当 zx) 时 ， 


plXxo ,TX,) SR ee 十 pra Tn) 


十 去 


< 元 ] 
所 以 《zx,)sen 收 傅 于 zo, 从 而 〈( 关 ,p) 完备 . 器] 
5.1.4 定义 : 设 4 为 拓扑 空间 (X,r) 的 子 集 , 若 (了 )* 一 弛 ,， 则 称 A 在 六 中 是 无 处 稠密 
的 .车 X 的 子 集 世 能 写成 E== 以 4， 其 中 每 个 4, 是 无 处 调 密 的 , 则 称 下 属于 第 一 范畴 的 
(或 说 是 第 一 纲 的 ) ,否则 便 是 属于 第 二 范畴 的 (或 说 是 第 二 网 的 ), 证 明 下 述 命题 : 
(1) 如 果 4 是 拓扑 空间 (X,r) 的 非 空 的 无 处 稠密 的 子 集 , 那 么 A 头 XX. 
(2) 〈X,r? 中 有 限 个 无 处 稠密 集 之 并 是 无 处 稠密 的 . 
(3) (Baire 范畴 定理 ) 完备 度量 空间 是 属于 第 二 范畴 的 . 
证 (1) 是 明显 的 . 
(2) 只 需 考虑 两 个 无 处 稠密 子 集 4,B 之 并 . 令 G=(AUB)", 则 GCAUB=AUE. 
于 是 GP 和 BCA4, 所 以 ， 
CIs85=(GnSsB)C(4) = 8. 
于 是 GCB. 从 而 GG"C(B)* 一 BG， 这 就 证 明了 4UB 是 无 处 稠密 的 . 
(3) 任 取 关 的 可 数 多 个 无 处 稠密 的 子 集 4,(nEN), 要 证 4, 隆 X. 为 此 ,我 们 用 归纳 


法 构造 一 个 点 序列 (ze 以 及 以 ,为 中 心 的 开 球 B, 的 序列 如 下 : 


因 为 4 无 处 稠密 ,由 (1) 3 XIEGA ;并 作 开 球 B,= B(x ,£1) 性 儿 A ,其 中 a 


现 设 ,zz ,Tr ii Bi,B2,…,B,1 已 经 作出 ,其 中 B=B(z,e)CA 且 si 
(Y 门 ， 又 使 
BDBIOBID%…DB,.DB, DB, ,DB,.. 
再 由 4, 无 处 币 密 以 及 B,1 关 名 得 B,_1 玉 FA,, 故 Bi 站 A, 关 久 , 从 而 3 x EB 门 
扣 A,, 并 作 B, 二 B(x,,e,) 使 
x, EC 万 CBA 
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以 及 6< 


由 归纳 原理 ,就 得 (zcx 与 人 4 号,),cNw, 并 满足 条 件 :VY EN， 
(1) 已 ,C 才 4 (其 中 局, 一 BOrye))， 


(2) 6 

(3) B,DB,,. 

由 (2),(3) 可 见 《x),en 是 苦 中 的 Cauchy 序列 , 故 由 完备 性 可 知 它 收 僵 于 一 点 x. 由 条 
件 (3) 和 (1) 可 知 V nx 和 4 ， 从 而 x 入 A,. 这 就 完成 了 证 明 . 口 ] 


5.1.5 证 明 存 在 连续 的 实 值 函 数 J€E 才 (0,1],E') 使 了 在 任何 一 点 xzE1L0,1] 处 都 不 
可 微 . 

证 由 上 述 B5.1.2.B5.1.4 可 知人 安 (L0,1],E)，o" 属于 第 二 范畴 .VEN 令 4 为 
所 有 满足 下 述 条 件 的 [0,1]j 上 的 连续 函数 上 组 成 的 集合 : 

3 xzE[o,1] s.t, 对 符合 十 hE[0,1] 以 及 |h| 一 十 的 所 有 扩 有 


{+h fh) < (5. 1.5-1) 


当 上 了 在 某 个 点 EL0,1] 处 可 微 时 ,必然 存在 足够 大 的 ?使 FE A 于 是 只 要 能 证 明 
Y n， 人 4, 是 无 处 稠密 的 , 便 有 已 4, 夫 所 ([0,1], 已) 于 是 存在 连续 函数 f& U4, 这 个 f 
就 是 在 [0,11 上 处 处 不 可 微 的 . 

为 证 明 A 无 处 稠密 , 先 证 4, 是 闭 集 , 任 取 4, 中 一 个 收敛 序列 (i)ien， 其 极限 为 有 ,我 
们 证 f€ 4,. 

应 € 4, 意味 着 3 mwEL0o,1j 使 (5.1.5-1) 成 立 . 由 于 [0,1] 是 紧 度 量 空间 ,故人 (myicx 有 
收敛 子 序列 ,不 妨 仍 记 成 (xi)yen, 并 设 极限 为 x+, 现 考察 


+ | tt | 
h h + h 


filri) 一 fr) ACYY 一 f(x) 
h 十 | h 


+ + 


fr 十 卢 ) 一 (zi) 
hn 


由 于 《fi)sen 在 度量 o* 意义 下 的 收敛， 即 为 数学 分 析 意义 下 的 一 致 收 伍 , 故 /连续 . 现在 如 
果 固定 /, 任 给 e>0, 则 存在 充分 大 的 &EN 使 上 式 右 端 第 一 项 与 第 五 项 之 值 小 于 e/4, 又 由 
于 (fi)ien 一 致 收 合 于 了 得 上 式 右 端的 二 、 四 两 项 之 值 都 小 于 .e/4( 只 要 充分 大 ), 从 而 就 有 

Es + 包 一 f(z) 


所 7 十 纪 


再 证 e>0 就 得 


| < 二， 


从 而 FE 4, 即 4, 为 闭 集 
再 证 4, 即 4, 无 内 点 . 
VY JE4.,se>0 据 著名 的 Weierstrass 逼近 定理 可 知 存在 多 项 式 p, 使 b:( 太 , 记 < 一 e12. 
因为 p(x) 在 [0,1 上 的 导 函 数 有 界 , 大 由 微分 中 值 定 理 可 知 , 对 所 有 的 xE [0,1] 以 及 符合 x 
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+AE [0,1] ,1 到 二 的 有 有 MM>0 使 
p(x 十 ， 一 plz) < M. 


今 取 4 为 [0,1] 上 非 负 的 锯齿 形 函 数 使 sap 9(z)<e/2, 且 每 一 节 线 段 的 斜率 的 绝对 人 
大 于 M 十 nA. 令 gg: [0,1] 一 歼 为 Yy xEL0.1] 
g(r7) = p(xr) g(r), 
则 g 属于 /的 ee- 球形 邻 域 ,但 g&A,, 这 是 因为 
op (fg) = sup |g(7) 一 f(r)| = sup|p(zr) + g(r) — f(r)| 

Ssup| p(x) 一 f(x)| + suplg(z)| 

<e/2 + ee/2=&. 
但 因 


g(x 二 hh)— g(r) g(r h) — g(r) plr hh) — px) 
有 h 十 


>|* + 22|- | 二 全 ec | 
了 h h 


>M++n—M=n. 

所 以 ff (4,)" 二 (4,)". 从 而 4, 是 无 处 稠密 的 . 口 

这 里 给 出 了 Baire 定理 的 一 个 应 用 ， 证 明了 处 处 连续 却 无 处 可 微 的 函数 的 存在 性 .在 
泛 函 分 析 中 还 可 用 Baire 定理 证 明 一 致 有 界 原理 (共鸣 定理 ). 

5.1.6 设 (XX,F,A) 为 Menger 空间 (或 SST 空间 ), sup A(4a,a)=1, 证 明 : 若 X 可 分 ， 
则 和 第 二 可 数 .(X 的 拓扑 由 A5.1.5 决 定 , 下 面 都 这 样 理解 . ) 

证 设 万 为 民 的 可 数 的 稠密 子 集 , 令 

苑 二 LA 1 reD,ne N|， 
n ni 

则 . 航 为 开 集 的 可 数 族 , 现 设 C 为 开 集 ,yEG. 则 了 e>0， AE (0,1]s.t, U,(e,ADCO. 

取 nEN st, 二 <minfs/2,), 且 


4|1 一 二 1 一 去 人 1 一 人 人 ， 
n 好 
| 1 
再 取 2E| 0 ,st A 一 处 ,1 一 丸 ) 之 1 一 二 


满足 上 述 两 个 不 等 式 的 4 与 的 存在 性 是 由 sup4(a,a) 一 1 决定 的 . 


因 万 -=X, 故 3xEDst .| 去] >1 一 A 取 疼 ,( 工 ,上 )E 加 就 有 
yE 六 | 去， 二 CG. 
事实 上 , 当 zEU,| 训 "1 时 ,有 
F [二 ja (BF (| 
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> -) 之 1 一 三 ， 


即 xEUr ( 工 . 工 ), 故 品 ( 工 ,DCE (上 . 工 )， 从 而 yE 娘 ( 工 , 上 上 ). 
n 有 An n nn n n 
o 1 1 
再 者 ， vy ve 总 | 全， 关 | 3 
天 (Ce) 2 ( 


)， F..,( 


上)， 
2) 
( 工 ) 
”天 
1 
n 


,一 了 之 1 一 4 


所 以 wEU,(eyDCG. 故 yEU， (二 ， 二 )CG. 这 就 证 明了 驹 是 (X,ry 的 可 数 基 . 口 
类 伏地 可 以 证 明 (X,P,4A) 是 Lindelof 的 一 和 是 第 二 可 数 的 . 从 而 对 (和 ,天 4) 而 言 , 可 
分 性 ,Lindelof 性 ,第 二 可 数 性 三 者 等 价 . 于 是 普通 度量 空间 中 相应 的 结果 可 作为 这 里 的 特 
例 了 .， 
5.1.7 定义 : 设 ( 苹 ,FF,A) 为 Menger 空间 (或 SST 空间 )， supA(a,a)=1, 4CX， 如 果 
vv ED0， AE (0,1],3 SCX s.t. S 有 限量 
AC UU.eN), 
则 称 4 为 全 有 界 的 (也 叫 预 紧 的 ). 证 明 ， : 
(X,P,A) 可 数 紧 之 X 全 有 界 一 可 分 ， 
证 (1) 假定 X 可 数 紧 但 不 是 全 有 界 的 , 即 3 e>>0,AE (0,1] 使 对 每 个 有 限 集 SC 
革 , 外 天 UU,e,N). 则 任 取 XIEX, 
3 rERXSs,.t, Fa (€)SE1—A, 
3 TiEX Ss.1 Fn, (EE1—A, (7 一 1,2) 
3 EX Sst Fr (E) 委 1] 一 4，( 一 1 22 一 1)， 
由 归纳 法 ,得 X 的 序列 (vves 使 当 izj 时 
F,., (e) 委 1 一 4. 
则 (ze 无 接触 点 . 事实 上 , 若 有 接触 点 xo 则 取 帮 <aMs.t. 4(G 一 4 ,1 一 四) 盖 1 一 人 则 必 有 


TEU FM), Ij>ist rE UF, Nh). 
0 2 


点 ,这 又 与 X 的 可 数 紧 性 矛盾 . 所 以 了 是 全 有 界 的 . 
(2) 设 和 全 有 界 ,VY nEN 3 S,CX 使 $, 有限, 且 


而 Fb 之 A Fe( 于 Po( 王 >AG 一 NI 一 N)>1 一 矛盾， 所 以 (zuysn 无 接触 


令 D= U5,,; 则 DD 可 数 。 


nEN 


一 141 一 


VY yEX 及 LE.FGxz) 了 EN st， 0 二 ， CU. 又 对 上 述 n,j TES,CD Ss.t. 


十 )>1 一 十 ， 放 7EU,( 汪 ， TND, 从 而 UID , 妈 yE 万 ， 这 


表明 忆 是 稠密 的 , 即 X 可 分 . 站 

下 面 再 介绍 著名 的 Banach 压缩 映射 原理 推广 到 积 空间 的 一 个 定理 . 

定义 设 (X,o)? 为 度量 空间 ,7 为 拓扑 空间 ,三 : 对 XY 一 XXY 为 积 空 间 上 的 自 映 射 . 
如 果 VY ypEY 了 VC)E.1rGy) 及 ACE(0,1) s.t,Y yEU(y0) 以 及 Y ri,xsEXX 有 

pprf Crisy), pif rssy)) ES ACYy) PT Xe) 
成 立 . 则 称 二 为 关于 第 一 变 元 是 局 部 ( 指 相 对 于 了 而 言 是 局 部 的 ) 压 缩 的 . 户 : 和 XY 一 XXX 为 
投影 . 

5. 1.8 证 明 ; 如 果 (X,p) 是 完备 度量 空间 ,Y 是 具有 不 动 点 性 质 ( 指 任 一 连续 映射 
g:Y 一 Y 都 有 不 动 点 ) 的 拓扑 空间 ,三 : 了 XXY 一 XXXY 连续 且 关 于 第 一 变 元 是 局 部 压缩 的 . 
那么 了 存在 不 动 点 ， 

证 由 局 部 压缩 的 定义 可 知 Y yE XX 

. . PC) :XX 
是 压缩 映射 , 则 由 Banach 压缩 映射 原理 (可 参阅 任何 一 本 泛 英 分 析 的 教科 书 , 或 见 C5. 1. 
3) ,存在 唯一 的 点 , 记 为 gty)EX 使 
pifl(g(y),y) = gly). (5. 1. 8-1) 
由 此 定义 了 映射 g :Y 一 和 ,使 V y,(5.1. 8-1) 成 立 . 
下 面 我 们 证 明 g 连续 ， 
首先 ,VY yr EY UGOE TY(yo) 以 及 A(yo)E (0,1), 使 VY yEU (yo) 有 
plprf (gy y), pf (gy y)) EACyIpP ey) ,ey)). 
再 者 ,由 于 志 flg(yo),*): Y>X 连续 , 故 YV se>>0, 3 VCy)CU(Y), 其 中 VCy6)E 
.fy(yo), 使 VY yEV(yo) 有 
plprf (gy0), y), prf (gyo), y0)) < (1 — Ay) )e. 
于 是 当 yEV (yo) 时 ， 
PEC(Y) EC)) =p pif (gy) sy), prf (gyo), y0)) 
<p pf gy) sy) ,pf gy yy)) 
十 ppf (gy) .7y), pflglyo), yo)) 
< 4Cyo)OCgCy) ECY0)) 十 (1 一 ACyo))E 


yEU. (二, 二) 则 FF.( 
nm n 


所 以 
plg(Y) EY)) TE 
这 就 证 明 g 连续 . 从 而 pf(g(，),，) :Y>Y 连续 ,而 了 有 不 动 点 性 质 , 故 了 j vyEY s.t， 
Pf (8g(Y),y) 一 了 
于 是 
fg(y) sy) = pf (gy),y), prf (gy),y)) 
= (gl(y),y) 
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即 (g(y),y) 是 f 的 不 动 点 ， [ 

注 这 是 A. Fora 1982 年 的 一 个 结果 ( 见 Pacific J. Math Vol. 99(1982),，327--335), 这 
里 的 证 明 作 了 改进 . 编者 对 Fora 的 这 一 结果 又 作 了 进一步 的 推广 . 可 兄 : 南 京 大 学 学 报 数 
学 半年 刊 No. 2(1987)，174 一 180， 以 及 No. 2(1989), 67 一 74; 南京 大 学 学 报 ，Vol, 26， 
No. 4(1990). 541 一 546; 数学 杂志 ,Vol. 12, No. 1(1992)，99 一 102， 

有 关 概 率 度量 空间 的 紧 性 ,连通 性 ,完备 性 等 ,编者 也 作 过 讨论 ,对 于 概率 度量 空间 的 不 
动 点 定理 也 作 过 探讨 . 可 见 南京 大 学 学 报 数学 半年 刊 ,No. 2(1990)，187 一 191，No. 2 
(1991)，168 一 176，No. 1(1992), 37 一 43; 工程 数学 学 报 No. 2(1992)，120 一 122; 南京 大 
学 学 报 Vol, 26，No. 3(1990) ，384 一 391， 


C 练习 题 


5.1.1 证 明度 量 空间 (和 ,po 是 全 有 界 的 捕 民 的 每 个 序列 都 含有 一 个 Cauchy 子 序 列 . 

5.1.2 设 4 为 完备 度量 空间 (和 X,p) 的 子 空 间 , 证 明 4 完 备 全 4 是 和 的 闭 子 空间 . 

5. 1.3 (Banach 压缩 映射 原理 ) 设 (X,p) 为 完备 的 度量 空间 ,让 : X 一 X 满足 条 件 : 

3 AE€ (0,1) 使 Y zyzEX, 都 有 

pf ri) ,f(T2)) 安 MoCz ,zy) 

( 称 了 为 压缩 映射 ), 证 明了 有 了 唯一 的 不 动 点 、 

5.1.4 设 (X,,A) 为 Menger 空间 (或 SST 空间 )， supA(a,a)=1, 证 明 《 基 ,下 ,人 入 ) 的 序 
列 | 

en 收 敏 于 zeVY LE R， limF, . (2) = HO). 
5.1.5 设 (Xi, 忆 ,A) 为 Menger 空间 (或 SST 空间 )， supA(a:a) 一 1， (=1, 2),f :XX, 
证 明 : f 连续 的 充 要 条 件 是 : V xEXI 以 及 和 | 中 收 傅 于 广 的 序列 《x ),n 都 有 

oe -在 X: 中 收 伍 于 f(x). 

5.1.6 设 (X,F,A) 为 Menger 空间 (或 SST 空间 ),supA(a,a)=1. 证 明 ; 对 (XX, 下 ,A》 


而 言 具有 B 一 W 性 质 ,可 数 紧 性 ， 序列 紧 性 ， 紧 致 性 等 价 . 


$ 5. 2 局 部 紧 性 与 一 点 紧 化 


A 内 容 提要 


5.2.1 定义 (1) 如果 XX 的 每 一 点 都 有 一 个 紧 致 邻 域 , 则 称 了 是 局 部 紧 的 . 
(2) 如 果 针 同 胚 于 紧 致 空间 XX“ 的 一 个 稠密 子 空间 , 则 称 天 :是 外 的 紧 化 . 
(3) (XX,T) 为 非 紧 致 的 拓扑 空间 ,co 区 多 ,RX = 多 {00) 
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HB T= (UErIrEU VriEA, 
泥 (o0) = {X* 一 FIFR== 名 或 为 X 的 紧 致 闭 集 }. 

M1{Bp)IpEXN' 的 演 应 点 的 人 二 生 甩 X 的 拓扑 r*， 则 称 (X" ,r* ) 是 <,r) 的 
一 点 紧 化 (可 以 验证 (XX,r) 是 (X',r') 的 稠密 子 空间 , 且 和 "是 紧 致 的 ). oo 叫做 理想 点 或 无 
穷 远 点 . 

5. 2. 2 定理 Hausdorff 空间 (X,r) 是 局 部 陛 的 eV zEX3UE.fGz)mrst 0U 是 紧 
致 的 ， 

5, 2.3 定理 广 的 一 点 紧 化 是 Hausdorff 的 XX 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 

5. 2.4 定理 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 是 完全 正则 的 T; 空间 . 


在 处 理 局 部 紧 空间 的 有 关 问 题 时 ,关键 在 于 用 好 每 一 点 都 有 紧 致 邻 域 这 个 条 件 . 往往 
将 “全 局 性 ”问题 转化 为 “局 部 性 ”问题 , 放 到 由 紧 致 邻 域 构成 的 子 空间 中 来 处 理 . A 5. 2.3 的 
结果 也 很 有 用 ,对 于 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 也 通过 一 点 紧 化 作为 紧 致 Hausdorff 空间 的 笛 
密 子 空间 来 处 理 . 

在 解 局 部 紧 空间 的 问题 时 ,值得 注意 的 是 ;局 部 紧 空 间 的 每 一 点 只 是 有 “ 紧 致 邻 域 " 而 不 
是 有 “ 紧 致 开 邻 域 ”, 初 学 者 常会 发 生 这 个 错误 . 

5.2.1 试 不 用 一 点 紧 化 直接 证 明 : 

(1) 如 果 针 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ,那么 式 是 工 :的 ( 即 正则 的 T 空间 ). 

(2) 如 果 X 是 局 部 紧 的 正则 空间 ,那么 X 是 完全 正则 的 . 

证 (1) 设 rEUErx. 我 们 要 证 WErxs.t. xEWC 克 CU (下 面 就 要 利用 局 部 紧 
性 放 到 子 空间 中 来 处 理 ) 由 于 和 是 局 部 紧 的 Hausdorff 的 , 故 VEYx(Cz) 门 rx s.t. VV 紧 致 
. 令 下 一 7, 玉 作 为 天 的 子 空间 是 紧 致 Hausdorff 的 . 当然 是 T; 的 .( 从 现在 开始 要 注意 区 
分 子 空间 与 原始 空间 . 我 们 仍 用 加 横 线 表示 在 原始 空间 取 闭 包 . 现在 z 已 属于 下 ,但 乙未 
必 包 含 在 FF 中.) 令 G=U 站 VCF, 显 然 G 开 于 下 且 xE€G. 于 是 存在 W 开 于 使 

EWCOCCWCG., 

(有 些 初学 者 在 解 这 道 题 时 ,往往 忽略 了 此 时 在 子 空间 中 讨论 的 这 一 事实 ,而 直接 说 W 
是 义 的 开 集 ,将 Cli:W 也 直接 写成 WW. 于 是 至 此 就 算 完 成 了 证 明 , 尽 管 结论 并 没有 错 , 但 时 
辑 上 是 混乱 的 .) 

由 于 W 开 于 所 ,而 信 CGCF, 故 W 也 开 于 G, 又 G 开 于 义 , 故 WW 也 开 于 久 , 而 

CW =WNF= 玉 几 V= 玉 (因为 W CV). 
所 以 WErx 且 | 
EWCWCGCU. 
至 此 才 证 明了 XX 是 正则 的 ,至 于 TT 是 显然 的 . 
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(2) 设 TEX,F 为 不 包含 x 的 非 空 闻 集 ,由 正则 性 ,J E.Gz) 站 rs.t XEUCUC 
必 玉 ,由 大 的 局 部 紧 性 ,存在 紧 致 子 集 了 YE.frxr(z), 由 正则 空间 中 紧 致 子 集 V 的 闭 包 六 也 紧 
致 , 令 
sS=Tny， 
则 5 闭 于 V, 所 以 也 紧 致 ,于 是 S 作为 子 空间 是 紧 致 的 ,正则 的 ,当然 也 是 Lindelof 的 ,正则 
的 ,所 以 是 正规 的 .S 既 正 则 又 正规 ,从 而 是 完全 正则 的 . (这 里 为 什么 不 像 (1) 那 样 直接 取 V 
为 子 空间 呢 ? 因为 我 们 要 定义 一 个 孙 数 , 它 在 上 到 和 值 为 1, 在 x 处 取 值 为 0. 但 不 能 直接 取 
得 ,要 借助 于 子 空间 ,所 以 就 希望 下 排斥 在 子 空间 之 外 ,这 样 可 以 定义 子 空间 以 外 的 部 分 恒 
为 1, 然后 将 这 部 分 与 子 空间 上 的 函数 粘 合成 一 个 符合 要 求 的 函数 . 显然 ,只 知道 FCYU， 
却 不 能 断定 CZV,， 所 以 要 利用 S. ) 由 SS 的 完全 正则 性 可 知 , 存 在 连续 映射 
g:S—[0,1] 
使 g(x) 一 0, g(5 一 S$)C{1), 其 中 3 二 IntxS，( 这 是 因为 zEUNVCS 所 以 zxESErs. ) 再 


今 


h: X—S>[0,1], yh(y)=1. 


由 于 SN(X 一 5)=S 一 68， 故 g|, 8, 一 hlsncx_s- 于 是 可 令 :XX 一 [0,1] 为 
Bg(y) yE€ES 
f(y) -| 9 
hl(y) ? X 一 
则 由 粘 合 引 理 可 知 了 连续 ,上 且 f(x)= 二 0, f(F)=11)}. 所 以 和 是 完全 正则 的 ， | 


5.2.2 设 (X,r) 是 正则 的 (或 Hausdorff 的 )， eg 

(1) 对 是 局 部 紧 的 . 

(2) Y xEXUR 有 KY UEN(r) I VE NT st. T 紧 致 日 FCU， 

(3) Y xzEXX 以 及 VY UE.AN(zx) 存在 紧 致 子 集 下 使 

rz-€EFcrcUu,. 

证 (1) 之 (2) YrEX 以 及 UE 了 (xz). 由 (1) CE.FGzr) st G 紧 致 . 由 正则 性 
G 也 紧 致 . 又 由 正则 性 对 于 NGErCDNr 3 了 ye_ronrst VCUNG. 由 FFCG 可 
知 玉 紧 致 ， 且 VCU. 故 V 合 要 求 . 车 义 是 Hausdorff 的 ;由 (1)X 也 是 正则 的 ,所 以 仍 有 
(2) 成 立 . 

(2) 之 (3) 一 (1)》 显然 . LU 

5.2.3 设 (X,r) 是 局 部 紧 的 ， 正则 的 (或 Hausdortf 的 ), 证 明 对 于 XX 的 任 一 紧 致 子 集 
4 及 包含 4 的 开 集 了 都 有 : 

(1)3UErs.t. 4CUCUCTY, 且 这 紧 致 

(2) 3 三 : X 一 [0, 1 连续, s.t. f(A)CI{0},f(CZEV)C{1}) 和 且 Y a€ (0,1), f7'([0,a)) 
紧 致 . 

证 (1)VzE4CY 3GE .V(r)s.t. G, 紧 致 . 由 正则 性 又 3 UE .fr 
st 0, CG,NVCG,. 由 于 G, 紧 致 , 故 DD, 紧 臻 (如 将 正则 性 改 成 Hausdorff, 则 不 必 通 过 
G, 而 直接 可 得 U,). 现在 = {U,|z € A} 是 4A 在 XX 中 的 开 覆 盖 , 由 44 紧 致 ,3 {x) ,x;,…， 
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ri CAstA CUv,. 令 U 一 UU,, 便 有 UU ErACUEHU =UD, CVD 紧 致 . 
(2) 由 (1) 存在 符合 要 求 的 尽 . 因 局 部 紧 的 正则 空间 (或 Hausdorff 空间 ) 是 完全 正则 的 ， 

4 紧 致 :5&L 是 与 4 不 相交 的 闭 集 , 故 由 A4.4.33 :六 一 10,1] 连续 s.t. f(A) CC 10})， 

fgU) CC 1) 

设 a€ 00,1), 则 fi([0,a]) CUCU,. 由 /的 连续 性 知 了 1'([0,aj) 闭 于 和 , 故 也 

闭 于 品 , 从 而 紧 致 ， 口 
5.2.4 设 (rx,T) 是 局 部 紧 的 . 证 明 GEr 人 全 对 XX 的 每 个 紧 致 子 集 C,G 站 C 开 于 CC. 
证 “>” 显然 . | 
“< 一” 设 xEG, 由 局 部 紧 性 ,] CE.I1x(zx) s.t. C 紧 致 . 手 是 由 假设 条 件 GNC 开 于 

C ,而 

Cnminec=(Gmcy mn IntC， 

故 GPmIntxC 开 于 IntxC ,从 而 也 开 于 苹 , 又 +EGNNIntxCCG, 所 以 zxEIntxG, 即 GEr， 口 
注 ”由 C4.3.9 可知, 对 于 第 一 可 数 空间 或 局 部 紧 空 间 的 开 集 都 具有 上 述 特征 . 
5.2.5 由 拓扑 室 间 X 关 到 Y 了 的 映射 :XX 一 了 ,如果 对 Y 的 任 一 紧 致 子 集 在 了 下 的 原 像 

是 名 或 为 X 的 紧 致 子 集 , 则 称 f 是 正常 的 . 证 明 由 X 到 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 Y 的 连续 

单 射 厂 : 鳃 了, 如 果 是 正常 的 ,那么 f 是 说 入 且 /A(X) 是 了 的 闭 子 集 . 

证 已 知 :X=>/(X) 是 一 一 的 ,连续 的 ,要 证 .f :XX->Y 是 嵌 人 和 人， 只 需 证 对 于 和 X 的 任 

一 闭 集 五 ,fC(F) 闭 于 fC(X). 利用 与 上 一 题 对 偶 的 结果 (C5.2.5), 证 明 对 工 的 任 一 紧 致 子 集 

C, 有 fC)NC 闭 于 C. 考虑 

FAPWNO=A AD NF OO=FN OO), 
因为 /1(C) 是 XX 的 紧 致 子 集 (或 B), 故 FN '(C) 也 是 X 的 紧 致 子 集 (或 @) ,又 
AFNF = FWHMNCO= FNC, 

故 了 (F) 门 C 是 Y 的 紧 致 子 集 (或 儿 ). 从 而 闭 于 Y 了 ,当然 也 闭 于 C, 于 是 .ACE) 闭 于 Y. 当然 也 

闭 于 A(X). 从 而 有 : 革 一 fA(X) 为 团 映射 , 故 为 同 胚 . 即 1: XY 是 柑 入 . 在 上 述 证 明 中 ， 

让 屎 一 和 ， 即 得 AX) 闭 于 YY. DD 
5.2.6 证 明 有 理 数 集 Q 作为 FE" 的 子 空间 不 是 局 部 紧 的 . 

证 因 Q 是 Hausdorff 的 , 若 Q 局 部 紧 , 则 Y xEQ 3 了 VE.roczr) 门 res.t CloU 紧 

致 . 于 是 存在 a<6 使 7E(a,5) 且 (Cay) 站 QCU. 所 以 

[a,b] = Cla (la,b) 站 QI C ClaU, 
fa,6] Nf QT Cle) NN Q = CloU. 

于 是 [a,6j 门 Q 闭 于 CloU， 从 而 紧 致 . [a,6] 们 Q 也 应 是 EB! 的 紧 致 子 集 ,应 闭 于 EF', 但 显 

然 它 不 是 E' 的 闭 集 , 这 个 矛盾 就 证 明了 Q 不 是 局 部 紧 的 . 日] 
5.2.7 证 明 切 盘 拓 扑 空间 (X,r)(C4. 3.4) 不 是 局 部 紧 的 . 

证 假定 (X,r? 是 局 部 紧 的 , 则 对 O= (0,0) 3 GE.fr(O) 门 rs.t, 所 紧 致 .于 是 了 e> 

0 s,t, B(C0,e),e)CG，(B(p,e) 表 示 在 大 中 的 开 球 ). 

而 BC(C0,e) ,eCG( 此 处 都 是 在 瑟 中 取 闭 包 ). 故 B000,e) ,2) 紧 致 . 而 以 (0,e) 为 心 ,e 为 


半径 的 圆周 S 是 B(《40,e),e) 的 闭 子 集 , 故 也 应 是 紧 致 的 ,然而 5 有 一 个 无 限 子 集 ,比如 
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[puben' 其 中 YaEN， 访 一 (ri， 天 )ES (mm 一生 “一 6), 就 没有 聚 点 ,引起 矛盾 .所 以 


(X,r) 不 是 局 部 紧 的 . 口 
5.2.8 ”证明 连续 卫 数 空间 ( 孝 ([0,1],E'), p"' ) 不 是 局 部 紧 的 . 
证 令 0:[0,]]j 一 忆 , th 一 0 如果 扣 ([0,1], EE') 局 部 紧 , 则 3 UE. 7) 站 nr 
使 7 紧 致 . 于 是 3 e>>0，,s.t, Bi' (0,2)CU, 故 B,. (0.6) 紧 致 . 现 定 义 f,: [0,1]->E! 为 


— €/2 0 三 :入 让 1， 

f(t) = ef2 Til 
1 1 
Ce/2 2nn t+ Dt— (2 十 D) +i<t<i 


由 粘 合 引 理 可 见 Y n, f, 连续 , 且 
pp’ (f.,0) = max | f(t) | <e 


即 f,€ BC0,e). 而 当 i 关 j 时 ,p' (fi,f)) 二 ge, 故 (f,),en 无 收 伍 的 子 序列 ,与 B,. (0,e) 的 紧 
致 性 矛盾 . 所 以 ( 才 ([0,1],E'),p' ) 不 是 局 部 紧 的 . 口 

5.2.9 证 明 序 数 空 间 [0,2) 是 局 部 紧 的 . 

证 VY a€E[0,0), 设 B 为 a 的 直接 后 继 元 , 则 [0,] 紧 致 且 a€ [0,B)E fiom (a) 所 以 
[0,8] 是 a 的 紧 致 邻 域 . 从 而 [0, 人 2) 是 局 部 紧 的 . 口 

5.2.10 设 避 为 和 的 开 集 . 证 明 : 如 果 .o 是 X 的 紧 致 闭 集 族 且 门 .erCD, 则 了 EN 
以 及 (4 400aojC- 使 MACC 

证 分 析 初 看 起 来 ,这 个 问题 不 知 从 何 下 手 , 但 通过 取 补 运算 , 换 成 对 侦 的 命题 ,就 明 
朗 了 , 取 补 后 , 门 .x CU 变 成 了 BUCU {A|AE .1. DA4CC 变 成 GUCUYA,, 与 原 
命题 对 侦 的 命题 是 :如 果 .wx 是 X 的 紧 致 闭 集 族 , 且 { 儿 A1AE .wv ) 是 才 U 的 开 覆 盖 , 那 么 它 
有 有 限 子 覆盖 { 交 A;|i 二 1,2,…,n}， 于 是 想到 如 果 ZU 是 紧 致 的 ,那么 结论 肯定 成 立 . 而 现 
在 只 知道 总 U 是 闭 的 . 由 此 自然 就 联想 到 要 将 X 紧 化 . 再 根据 -ez 中 的 元 都 是 紧 致 闭 集 的 
特点 自然 就 想到 了 一 点 紧 化 . 可 得 如 下 的 证 明 . 

设 X' 一 XUtee} 为 瑟 的 一 点 紧 化 , 因 U 开 于 XX, 故 U 也 开 于 久 ' ,于 是 多 UU== 
X' 一 UU 闭 于 X", 从 而 名 x.U 也 紧 致 . 由 门 .YCU 得 xiUCU{Z .A|AEy), 其 
中 ,每 个 AE .ex 是 荆 的 紧 致 闭 集 ; 故 儿 i. 4 是 XX' 的 开 集 . 于 是 由 窑 ，…U 的 紧 致 性 即 知 
3 nEN 及 {41,hswrsAn}Cov 使 FxUCUBx A 从 而 和 4CU 口 

注 “学 会 正确 的 分 析 是 寻求 解 题 途径 的 有 效 的 思维 方法 . 

5.2.11 设 了 为 紧 致 Hausdorff 空间 ,yEY. 证 明 ; 如 果 Y 一 {y}) 同 胚 于 某 拓扑 空间 六， 
那么 了 同 胚 于 和 的 一 点 紧 化 XX". 

证 设 f:Y 一 {y} 一 XX 是 同 胚 映射 . 令 记 :了 一 筷 * 为 

co z=y, 
hz) = [je z€EY— (y). 
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显然 是 一 一 的 , 且 YY xzEY 一 {y) 以 及 VE TY.(h(z)) 有 V 站 XE.fx(f(z)). 由 的 连 
续 性 ,3 UE fy (st FUDCVNXCV. 对 于 UI UE. ye st Ui=U,N 
(Y 一 {y}), 再 由 Hausdorff 性 质 , UsE. fy(2) st yy 则 UUCU. 令 U=U; 站 UU, 
就 有 UE. 1y(z) 目 4(0)= 了 fA(U)CACU,)CV. 这 就 证 明了 上 在 > 处 连续 ( 注 , 这 一 段 的 证 
明 不 是 多 余 的 ,不 能 简单 地 认为 hly ,二 了 ,由 于 了 在 每 一 点 zEY 一 {y}) 处 连续 ,就 一 定 有 
hh 在 z 处 连续 ,可 见 Bl.6.23), 再 证 在 yy 处 连续 ,VY UE.Ty. (20), 不 妨 假 定 U 关 XX*， 则 
存在 XX 的 紧 致 闭 集 下 使 EX* 一 FCU. 于 是 f "(FP) 是 Y 一 {y}) 的 紧 致 子 集 , 当然 也 是 Y 
的 紧 致 子 集 ,而 Y 是 Hausdorff 的 ,所 以 也 是 Y 的 闭 集 , 从 而 


Vy ff) Ey). 
容易 验证 4V)CU， 所 以 上 在 y 处 连续 .至 此 证 明了 有 hh 是 连续 的 ， 
最 后 再 证 h-! : X' -> 连续， 
VYV XEX 以 及 VE.fy(h-'(x)), 因 和 又 
my 一 (En Coz))， 
广 :是 连续 的 , 故 3UE.rCzIC-rr (zst hCGO)= 广 (OIC7， 即 和 :在 > 处 连续 . 
再 证 在 吕 处 连续 .VY VE. 人 y(y) 门 ty, 了 一 V 紧 致 . 因 Y 一 YCY 一 {y}, 故 了 一 Y 也 是 
一 {y} 的 紧 致 闭 集 . 令 U=X* 一 f(Y 一 V). 由 于 f:Y 一 {y) 一 六 是 同 胚 , 故 f(Y 一 V) 是 
XX 的 紧 致 闵 集 ,从 而 U 是 0 的 邻 域 . 下面 验 证 hi(UD)CV. 显然 有 '(o0)=yEV. 当 wEU 
且 zy 时 , AIDO= 广 Go. 车 广 1(w)&V, 则 由 上 = 一 了 AY 一 V) 可 见 4 起 U. 所 以 
QDEV. 即 hn'(w)EV, 因此 hr'(U)CV， 至 此 证 明了 有 ' 连 续 , 从 而 是 同 胚 . D 
注 射影 直线 ( 即 EU {coco} 是 E' 的 一 点 紧 化 ) 与 圆周 同 胚 , 复 平 面 的 一 点 紧 化 与 球面 
5* 同 胚 ,N( 作 为 E' 的 子 空间 ) 的 一 点 紧 化 与 101U{ 二 |nEN)( 作 为 E' 的 子 空 间 ) 同 胚 都 是 
本 题 的 特例 . 


(二 ) 常见 错误 分 析 


5.2.12 证 明 拓扑 空间 的 局 部 紧 性 能 被 连续 的 开 映 射 保持 . 

试 对 下 述 证 明 进行 分 析 ， 

设 (X,rx > 为 局 部 紧 的 拓扑 空间 ,(Y,rr) 是 拓扑 空间 ,三 : X->Y 为 连续 的 开 的 满 映 射 . 

VyEY 3xzEXs.t f(x)=y, 由 于 和 是 局 部 紧 的 , 故 3 UE_ANxCz) 站 tx s.t.U 紧 
致 ， 则 f(DU) 紧 致 且 /(U)Etry, 于 是 f() 是 y 的 紧 致 叙 域 ,从 而 Y 是 局 部 紧 的 . 

分 析 正如 这 一 部 分 开始 时 指出 的 ,空间 的 局 部 紧 性 只 说 每 一 点 有 紧 致 令 域 ,而 不 是 说 
有 紧 致 开 邻 域 ! 事实 上 ,如 声 是 局 部 紧 的 ,每 一 一 点 的 球形 邻 域 的 闭 包 就 是 紧 致 邻 域 . 但 因 
EP 中 的 紧 致 子 集 等 价 于 有 界 闭 集 ,E" 又 不 存在 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 . 所 以 的 任何 一 
点 都 不 存在 紧 致 开 邻 域 . 上 述 证 明 中 断言 x 有 紧 致 开 邻 域 这 是 错误 的 . 正确 的 证 明 应 是 ， 

VyEY I rEXs.t. y=f(zx). 由 其 局 部 紧 ,3IJ UE.fx(x) s,t, U 紧 致 . 于 是 yE 
fA(U)CA(U)， 因为 了 为 开 映 射 故 (VD)Eny, 于 是 f(U)E.fy(y), 由 于 了 连续, 所 以 


A(U) 紧 致 . 即 f(U) 是 yy 的 紧 致 邻 域 ,Y 是 局 部 紧 的 . 口 
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C 练习 题 


5.2.1 证 明 (X,r) 是 局 部 紧 的 所 V rzEX 3 FCX st 玉 紧 致 且 xzEF. 

5.2.2 设 (X,r) 是 正则 空间 (或 Hausdorff 空间 ). 证 明 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 局 部 紧 的 . 

(2) X 的 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 其 闭 包 是 紧 致 的 . 

(3) ( 辽 ,r) 有 一 个 基 家 ,其 中 每 个 成 员 的 闭 包 是 紧 致 的 . 

(4) XX 的 每 一 点 都 有 一 个 开 邻 域 其 闲 包 是 紧 致 的 . 

5.2.3 证 明 : 如 果 (X,r) 是 局 部 紧 的 正则 空间 (或 Hausdorff 空间 ), 那么 Y rzE 式 

名 (zr) = {UE€ .AV(x)|U 是 的 紧 致 闭 集 } 

是 二 的 邻 域 基 . 

5.2.4 设 X,7 为 拓扑 空间 ,Y 是 局 部 紧 的 . f : XY 是 连续 的 ,正常 的 .证明 XX 也 
是 局 部 紧 的 . 

5,2.5 设 X 和 是 局 部 紧 的 . 证 明 : 尺 闭 于 和 全 对 于 和 的 每 个 紧 致 子 集 CFMC 闭 于 C 

5.2.6 设 (X,r) 是 Hausdorff 空间 ,如 果 关 的 子 空间 G 是 局 部 紧 的 ,稠密 的 ,证 明 CE 


5.2.7 设 (X,r) 是 局 部 紧 的 正则 空间 (或 Hausdorff 空间 ). 证 明 XX 的 每 个 开 子 空间 是 
局 部 紧 的 . 提示 :利用 B5. 2. 2. 

5.2.8 ”假定 苹 不 是 紧 致 的 . 证 明 久 是 局 部 紧 的 全 由 ={ 儿 CIC 为 和 的 紧 致 子 集 } 
生成 的 滤 子 ,Adh. 安 二 记 . (提示 :参见 C4. 3. 12.) 

5. 2.9 证明 Hilbert 空间 不 是 局 部 紧 的 . 

5. 2. 10 证明 实 数 的 有 界 序列 空间 4B,p) 以 及 收 化 序 列 空间 (C,p) (C1. 1.2) 都 不 是 局 
部 紧 的 . 

5.2.11 证 明 实 值 有 界 函 数 空间 多 ([0,1], R), 到 上 确 界 度 量 , 它 不 是 局 部 紧 的 . 

5.2.12 证 明 Sorgenfrey 直线 Rs 不 是 局 部 紧 的 . 

5.2.13 设 .zy 为 Hausdorff 空间 (X,zr) 的 紧 致 子 集 族 . 证 明 : 如 果 .s 中 任意 有 限 个 
成 员 之 交 是 连通 的 , 则 站 -ez 或 为 好 ,或 是 连通 子 集 . 提示 :利用 B5. 2. 10. 

5.2.14 假定 已 知 Y n,mEN, 当 n 关 mx 时 ,S" 与 SS” 不同 胚 ( 注 :这 需要 代数 拓扑 的 知识 
加 以 证 明 ). 证 明 所 与 &" 也 不 同 胚 . 

5.2.15 设 tp 为 R 上 的 离散 拓扑 ,《Y,ry) 为 Fort 空间 且 Cardy 一 CardR. 证 明 (R, zp) 
的 一 点 紧 化 与 ‘Y,ty) 辐 胚 . 
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$ 5.3 分离 性 的 小 结 与 反例 


A 补充 与 小 结 


由 C4.1.12 与 C4.1.15 知 ; 

(Xz) 是 正则 的 后 V xzEX 及 不 包 合 工 的 闭 集 F,3 U,VErs.t. xE€U, FCV., 且 - 
UNV=$. 

《 久 ,Tt) 是 正规 的 今 对 任意 一 对 不 相交 的 闭 集 外 ,Fi,9 U,VErs.t. FICU, F.CV HU 
NV=8. 

也 就 是 说 ,在 正则 性 公理 ( 即 [LT]) 与 正规 性 公理 ( 即 [LT,]) 的 定义 中 关于 点 或 闲 集 的 开 
邻 域 可 以 用 闭 邻 域 来 代替 . 但 对 于 Hausdorff 性 质 ( 即 [Ts]) 却 不 然 . 有 例子 表明 , 确 有 这 样 
的 Hausdorff 空间 ,其 中 存在 一 对 不 同 的 点 无 不 相交 的 闭 邻 域 . 因此 我 们 可 以 引进 一 个 新 的 
分 离 公 理 . 

5. 3; 1 定义 如 果 对 于 (X,zr》 的 任意 两 个 不 同 的 点 ,总 存在 分 别 包含 它们 的 开 集 避 ,Y 
使 UNV= 儿 , 则 称 (XX,r) 是 满足 CT,, ] 公 理 的 ,也 叫 (X,r) 是 T,, 空间 或 完全 Hausdorft 空 
间 ， 

显然 “T; 空间 二 T,, 空间 一 Ts 空间 . 

囊 5.3.1 

Tm | 

Ta Tychonof{f 一 Urysohn 


| 


Ta 


完全 Hausdorf{ 一 了 


二 革 十 卫 十 了 
| To | 


完全 正规 正规 完全 正则 ”正则 
=[] -LI =[B =[h] Te 


注 本 表 及 以 后 所 有 表 中 “一 ”都 表示 蕴涵 关系 . 
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注意 ,我 们 用 [Ti] 这 种 带 方 括号 的 符号 表示 [Ti 公理 本 身 ， 而 不 带 方 括号 的 二 当 ;所 


时 与 [T,] 意 义 相同 , 当 i 之 3 时 TT 表 示 既 满足 LT,] 又 满足 LT,]. 
又 完全 正则 空间 能 用 连续 函数 分 离 点 与 不 含 该 点 的 闭 集 ,正规 空间 能 用 连续 函数 分 离 
不 相交 的 闭 集 , 仿 此 我 们 可 以 引进 下 述 新 的 分 离 公理 . 

5. 3.2 定义 ”如 果 对 于 《XX,r) 的 任意 两 个 不 同 的 点 x,y 总 存在 连续 映射 上 X*[0,1] 
使 f(z) 二 0. f(y) 二 1]， 则 称 ( 关 ,r+) 是 Urysohn 空间 ,或 称 (X,r) 满 足 Urysohn 公理 . 

显然 ,Tychonoff 空间 过 Urysohn 空间 之 完全 Hausdorff 空间 . 

现在 我 们 可 将 分 离 性 间 的 相互 关系 归纳 小 结 成 上 述 表 5. 3. 1. 

注 《“X,r) 叫 做 perfectly 正规 的 怠 ( 和 ,rz) 是 正规 的 并 且 它 的 每 个 闭 集 都 是 Ge 集 . 

如 果 《 和 ,z) 是 perfectly 正规 的 ,T, 的 就 叫 perfectly T, 的 . 我 们 有 下 述 

命题 :如 果 ( 和 ,rz 是 perfectly 正规 的 ,那么 (X,r) 是 完全 正规 的 ( 即 遗 传 正 规 的 ). 

证 设 S 为 XX 的 任 一 子 空间 ,Fi,Fi 为 S 的 两 个 不 相交 的 闭 集 , 则 存在 XX 的 闭 集 乌 ， 
F? 使 局 =Fi 门 SG=1,2). 由 于 已 是 perfectly 正规 的 ,所 以 六 是 正规 的 , 且 Fi? (1 二 1,2) 都 
是 XX 的 闭 的 G; 集 ,由 C4.2.5(1) 可 知 存 在 连续 函数 g;: 鳃 [0,1] 使 F* = 二 gi "(10)). 令 

h=gls:S—™>[0,1], 

则 hh; 连续. 且 玉 =F* 门 S=hr 1({0}), i 二 1,2. 
由 于 所 站 2 二 BG， 可 令 :5S>[0,1] 为 Y zES 


hi (x) 
/7) = FE TF Az’ 


则 连续 ,县 ACFDC{f0),， ACFs)C{1). 所 以 5S 是 正规 的 . 这 就 证 明了 XX 是 遗传 正规 ( 完 
全 正规 ) 的 . . 口 ] 

由 于 这 个 命题 ,可知 perfectly T, 空间 必 为 T; 空间 ,从 而 perfectly T, 空间 有 时 也 叫 Ts 
空间 . 


2 工 
2 


B 反例 表 与 反例 


表 5.3.2 


到 
卫 


E 一 Hausdorff 
2 本 一 完全 Hausdorff 
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表 5.3.3 


工 0 1 


Hausdorff =T » 12 . j 


完全 Hausdorff 一 卫 了 


T; 15 


Urysohn 


(Tychonof {f= 人 Ta 


Ta 


[5 17 


Peery T 


5. 3.1 ( 即 表 中 的 1, 余 类 推 ) 至 少 有 两 点 的 特殊 点 拓扑 空间 (X,r) 仅 仅 是 TI 的 , 非 
T,, 非 正则 , 非 正 规 . 图 

5. 3.2 至 少 有 两 点 的 特殊 点 拓扑 空间 (X,r)(p 为 特殊 点 ) 的 开 扩 张 (X ,> 其 中 
"二 XU fg) rm 二 TU {X'}, g 人 久久 , 它 是 T, 的 ,正规 的 , 非 工 的 , 非 完 全 正规 的 . 

证 VxzyyEX “有 是 xz 天 7 不 妨 设 y 一 9, 则 的 邻 域 (z, 思 不 包含 y, 故 (X rzr > 是 T 
的 . 由 于 4g 的 唯一 的 邻 域 匀 "总 包含 异 于 g 的 点 ,所 以 蔷 * 不 是 TT 的 .由 于 六 * 的 任意 两 个 
非 空 闭 集 总 有 一 点 4g 公共 ,所 以 六 "是 正规 的 ,但 XX“ 的 子 空间 七 不 是 正规 的 ,所 以 革 ' 不 是 
完全 正规 的 . 口 

5.3.3 奇偶 拓扑 空间 (N,r)(B2. 4. 3) 是 完全 正规 的 ,正则 的 ,但 非 To。 的. 

证 因为 (N,r) 的 开 集 与 闭 集 等 价 , 所 以 每 个 子 空间 中 的 开 集 与 闭 集 也 等 价 ,因此 每 个 
子 空间 都 是 正规 的 , 即 (N,r) 是 完全 正规 的 . - 

又 VY XEN 以 及 UE.I(Cz) 7, 可 取 V=U 便 有 

-EVCVCV=UCU. 


13 


所 以 CN,z) 是 正则 的 . 
而 2n 一 1 与 2 这 两 点 中 任意 一 点 的 每 个 邻 域 总 要 包含 另 一 点 ,所 以 (N,zr) 不 是 T 的 . 
启 ] 
5.3.4 可 数 无 限 集 X 取 有 限 补 拓扑 r, 则 (X,r) 是 工 的 , 非 T: 的 . 
证 ”因为 每 个 单 点 集 都 是 闭 集 故 为 工 的, 但 任意 两 个 非 空 开 集 都 相交 , 所 以 不 是 工 
的 . 图 
5. 3.5 不 可 数 集 X, 取 可 数 补 拓 扑 r, 又 设 140,1)} 为 平凡 空间 , 则 (X,r)> 与 40,1 ;的 积 空 
间 X 十 革 X {0, 了 0 叫做 “点 加 人 和信” 的 可 数 补 拓扑 空间 (以 后 总 是 称 某 个 空间 XX 与 平凡 的 (0， 
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1} 的 积 空间 为 点 加 倍 的 义 ), 现 设 Y 为 点 加 倍 的 可 数 补 拓扑 空间 美的 开 扩 张 (参见 B5. 3. 
2). 则 工 是 正规 的 ,但 非 Tu, 非 正 则 . 

证 由 了 B5.3.2 的 证 明 过 程 可 知 任意 空间 的 开 扩 张 都 是 正规 的 ,所 以 了 正规 ,又 Y 的 子 
空间 X" 非 了,, 故 Y 也 非 T。. 

现 关 了 正则 ,那么 X* 也 正则 ,于 是 由 C4.1.19, XX 是 正则 的 ,又 因 半 是 T, 的 ,从 而 XX 
也 是 Ts: 的 ,但 和 的 任意 两 个 非 空 开 集 都 相交 , 故 不 能 是 T: 的 ， 引起 矛盾 . 这 就 证 明了 了 了 非 

正则 . 国 

5.3.6 序 拓扑 空间 (X,r) 是 Ti 的 . 

证 首先 ,每 个 单 点 集 显 然 是 闭 集 , 所 以 是 工 的 . 

现 设 4, 已 为 瑟 的 一 对 陋 离 的 非 空子 集 , 令 

A"=Ut{[a,s]llabE A B[a,bINB=2), 
B*=Ut{[a,blla bEBHLa dN A=)}. 
由 于 Y a€E A, fa) 二 [ayaj, 且 [ayaj] 门 8 一 久 , 故 ACCA', 同 理 BCB', 且 不 难 证 明 A* 门 
B' =. 

现 证 4 "与 B* 也 是 相互 隔离 的 . 

先 证 A' 忆 4*UA. 

如 果 p 和 4 UA， 则 存在 包含 的 开 区 间 (使 CDM 4 名 ,由 此 可 推出 (5,2) 门 4 
二 儿 . 事实 上 ,车 有 a,6E€ A 使 [a,6] 门 B= 名 且 [a,6j 介 (5.1 了 名， 则 因 (G3,t) 门 4= 名 ，, 必 有 
as<t<<b, 这 与 p 世 4A' 矛 盾 , 所 以 G5,D) 门 4' 二 BY， 从 而 pA ,所 以 A'C 己 4'UA. 于 是 

A"NB*CCA UDNB -A*NB UANB)= , 
同 理 4' 门 B* 二 ,有 即 A 与 B8' 相 互 隔离 . 
现 将 4 与 B' 分 解 为 极 大 区 间 ( 包 括 退 化 的 区 间 , 即 单 点 集 , 也 包括 如 (Ca, 一 ),[a, 一 ) 
(一 ,5) 与 (一 ,6 那样 的 射线 ) 之 并 ,写成 
A" = U4,, 3 =U8 p 
其 中 A.,Bs 是 极 大 的 区 间 . 

下 面 证 明 可 将 每 个 4., Br 在 和 中 向 两 侧 扩张 为 互 不 相交 的 开 区 间 ， 

先 证 任意 两 个 4. 与 4. (4. 天 4.) 之 间 有 一 个 Bi 

设 xE4，yE4。z<y， 则 3 fabc rd}CAs. t， [a,6]NB= 82, fc,dNB=@, 且 
TE[La,bp],yE [ec,dj, 车 A, 与 4 之 间 没 有 Bs; 则 [x,yj 门 B= 名, 于 是 [x,yj 门 8 二 名 ,从 而 
[ad]n5= 他 , 故 [a,d]CA4' ,从 而 {asd} 忆 hs 门 4 与 4,(1 一 1,2) 的 极 大 性 矛盾 . 这 便 证 
明了 所 要 的 结论 . 

同 理 , 任 意 两 个 Bs ,Bu 之 间 有 一 个 4 

现 设 5S, 为 A 的 不 在 A* 中 的 上 界 的 集合 . 如 果 4. 门 ,一 =, 则 令 大 = 好 如 果 4. 门 3 
” 关 多 , 设 pi E44 门 S,, 则 由 A 与 B* 是 相互 隔离 的 可 知 , pi @B'. 故 了 xyst 有 GE 
a 一 凶 . 现 记 上 述 y 为 hi 并 令 1 一 [Lp ,hz )， 则 对 于 上 述 无 论 哪 种 情形 
都 有 Ii 门 B* = 

类似 地 ,投工 为 所 的 不 在 A" 中 的 下 界 的 集合 , 当 4. 门 TT, 二 名 时 , 令 人 人 二; 当 站 
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了, 关 B 时 , 设 pr EA4NMT,, 则 有 hi 使 17= (hi, pi]， 并 且 不 管 哪 种 情形 总 有 克 门 B* = 
个 ， 

对 Bo 同样 的 去 做 ,相应 地 记 为 Jz ,ii. 当 Js,J8 非 空 时 ,相应 地 有 .1 一 (Ci ,qa 有 ,J 
二 [gi ,各 ), 并 有 J 站 A' = ,Ji 门 4"==. 

由 于 每 两 个 4。 ,A 之 间 有 一 个 Bs, 每 两 个 Ba ,Be 之 间 有 一 个 4,, 所 以 一 个 12 (12) 译 
多 与 一 个 Jr vt) 相交 

下 面 对 所 作 的 It， 1， ,J 进行 如 下 必要 的 修正 ,使 之 互 不 相交 ， 

如 果 有 某 个 天 与 Js 相交 , 设 =E 天 门厅 三 [pe 让 (全 95] 则 以 Lp ,zx) 代 普 
[pi hz) 以 (z,97] 代 替 ( 好 ,97 ] ,就 有 关门 75 一 蕊 (对 新 的 ). 车 有 1 与 J 相交, 作 类 似 
的 修改 . 现在 我 们 假定 下 面 出现 的 Ti ,1 ,J ,Js 都 已 作 过 这 种 修正 . 现在 ,我 们 令 

Us=I UAUI, Ve=JFUBU. 
则 U,Vs 均 为 开 集 , 且 每 个 U 与 任 一 Vp 都 不 相交 最 后 再 令 
U=UU, 了 =UVe 

则 U,VEr 且 4CA*CU, BCB*CV, UNV= 名 . 这 就 证 明了 (X,r) 是 完全 正规 的 ,也 是 
Ts 的 . LU 

5.3.7 区 间 套 拓扑 空间 : X= (0,1)， 


r= {GG, = (0,1 一 二)， n€ Nn>1}U {8g,X}. 
(X,r) 是 完全 正规 的 ,但 非 T, 的 , 非 正 则 的 . 
证 因为 每 个 非 空 开 集 都 同时 包含 计 ， 十 ,所 以 耻 非 T。， 又 包含 闭 集 [ 志 ,1) 的 任 一 开 


集 都 包含 子 , 所 以 X 非 正则 . 由 于 任 一 非 空子 集 8 的 闭 包 总 包含 大 于 infS 的 所 有 点 , 故 不 
存在 非 空 的 相互 隔离 的 子 集 对 . 从 而 自然 地 是 完全 正规 的 . 口 ] 
5.3.8 半 奶 拓扑 空间 X==PUL, 其 中 
P=RXx (0,++o), L=R x {0}; 
每 一 点 + 二 《x1,X2) 的 开 邻 域 基 
, {B(x,e) MN Ple > 0) rE€P, 
BHB(T) = 
{B(x,e) NN P)U {xr}le>>0} xzEL. 
此 处 B(x,s) 是 工 在 E: 中 的 球形 邻 域 。 相应 的 拓扑 记 为 tr 则 (X,r)> 是 完全 Hansdorff 的 ， 
Urysohn 的 ， 非 正则 的 , 亦 非 正 规 的 . 
证 因 半 的 半 盘 拓扑 r 大 于 XX 作为 的 子 空间 拓扑 ,而 关 作为 请 的 子 空间 是 TT; 的 ， 
当然 是 Urysohn 的 ,从 而 (XX,r) 也 是 Urysohn 的 ,因此 也 是 完全 Hansdorff 的 . 
任 取 xEL,UE 轨 (xz), 则 UET. 假定 3 VErs.t, rEVCVCU, 由 于 对 V,3 e>0 


S.t. 
BCB(reonmP)UtzicCy 


(Xr) 不 是 正则 的 . 从 而 也 就 不 是 T 的 ,不 是 正规 的 . ] 
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5, 3.9 切 盘 拓扑 空间 (X,z) 是 完全 正则 的 Ti 的 , 非 正 规 的 ， 

证 由 切 盘 拓扑 的 定义 (C4. 3.4) 可 见 每 个 单 点 集 都 是 闭 集 , 故 (X,r) 是 工 的 . 

Y XE 六 以 及 不 包含 工 的 非 空间 集 政 , 存 在 UE. 妇 (x) (B(x) 的 定义 见 C4. 3.4) s.t. x 
EUCEF. 令 


:了 -> [0,1j] 为 
0 »》 一 XX， 


f(y) = 


其 中 y 是 射线 3 与 BdU 的 交点 . 易 见 了 (x)==0, f( 让 Cf(ZU)={1}. 至 于 了 的 连续 性 可 
证 明 如 下 ， 
当 XEP 时 ,VY a€E (0,1], bE€EL0,1), 
fi([0,a)) = BCr as) Er， 
fC6,1]) = FBG)) Er 
其 中 e 为 U 的 半径 ,B(x,6e) 二 ClyB(x,be). 
当 z= 二 (x,0)EL 时 ， 
fi([0,a)) = B(x, ae) U {x} Er， 
三 1 1]) = GB be) Er， 
其 中 ,x = 《xisae), xXx" 二 (xz,be). 至 此 证 明了 了 上 是 连续 的 . 从 而 刁 是 完全 正则 的 . 

现在 证 明 XX 非 正规 . 因为 工 是 七 的 离散 的 闭 子 空间 ,所 以 定义 在 了 上 的 任 一 映射 
卫 : 【一 [0,1] 都 连续 .其 总 数 为 Card[0,1] 二 < 一 (2%0) 二 2Noc 二 25( 其 中 c= 二 2Xo)， 如 果 芳 
正规 , 则 由 Tietze 扩张 定理 ,VY f: 7 一 [0,1] 都 可 连续 地 扩张 到 X 上 . 因此 由 和 到 [0,1] 的 
连续 映射 至 少 有 2 个 . 但 另 一 方面 ,X 有 一 个 可 数 的 稠 审 子 集 万 =PMn(QxaQ), 因此 由 
B4. 1. 5(2) 可 知 由 X 到 [0,1] 的 连续 映射 的 个 数 不 大 于 由 DD 到 [0,1] 的 连续 映射 的 个 数 . 
更 不 大 于 Card [0,1]?=(2W0)Wo 二 28o' Wo 二 2% 二 ce， 而 c 之 25， 这 就 导致 了 予 盾 ,所 以 XX 非 正 
规 . 口 

5. 3.10 点 加 倍 的 切 盘 拓扑 空间 XX { ,其 中 义 是 切 盘 拓扑 空间 ， {0,1} 是 平凡 空 
间 , 它 是 完全 正则 的 , 非 T, 的 , 非 正 规 的 ， 

证 因 关 完全 正则 ,平凡 空间 (0,1)} 没 有 不 包含 0 与 不 包含 1 的 非 空 闭 集 , 故 自动 地 是 
完全 正则 的 ,所 以 积 空 间 XXx {0,1}) 也 是 完全 正则 的 (C4.2. 3)， 

现 车 义 X {0,1} 是 正规 的 , 因 对 XX 的 任意 两 个 不 相交 的 闭 集 4,B 有 AX1{0,1}) 与 BX 
{0,1) 是 关 x10,1) 的 两 个 不 相交 的 闭 集 , 故 存在 XXX {0,1} 的 两 个 不 相交 的 开 集 U X {0,1)， 
VX {0,1} 使 

AxX {0,1} CUX {0,1}, BX {0,1} CV x {0,1}, 
其 中 U,V 是 XX 的 开 集 . 由 此 可 得 U,V 是 XX 中 分 别 包 含 4,B 的 两 个 不 相交 的 开 集 ,这 表明 
X 也 是 正规 的 ,但 我 们 已 知 六 不 是 正规 的 ,所 以 XX {0,1} 不 是 正规 的 . 口 
5.3.11 Hjalmar Ekdal 拓扑 空间 (和 ,r) :其 中 
X=N,r= (GCXI 着 2 一 1€G, 则 2kE€G,kEN). 
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(X,r)> 是 Te 的 完全 正规 的 ,但 非 T 的 ,也 非 正则 的 . 

证 YXx,yE€EX 且 x 了 关 y, 若 Xx,y 中 有 一 个 比如 xz 为 偶数 , 则 {z} 是 包含 z 而 不 包含 y 的 
开 集 . 如 果 z,y 都 是 奇数 , 则 {z,z 十 1} 是 包含 了 不 包含 y 的 开 集 ,所 以 (X,r* 是 To 的. 

但 奇数 2 一 1 的 任 一 邻 域 总 要 包含 24, 所 以 了 不 是 T, 的， 

又 包含 闭 集 {24 一 1} 的 任 一 开 集 总 包含 2&k, 故 和 X 非 正则 的 . 国 

5.3.12 无 理 斜坡 拓扑 空间 CX ,7): 

X= {ry |r,y €E Q, yz 之 0). 
设 9 为 一 固定 的 无 理 数 ， 
VY x,y) EX,E>>0, 邻 
Perzryy)) 一 (zy)) UYU Belz y/0) U BCz 一 y/0)， 

其 中 B.( 引 二 {rEQ15 一 e 之 r+ 之 # 十 e} ， 即 每 个 VCGzyy)) 是 由 (zyvy) 加 上 工 轴 上 两 个 中 心 分 
别 在 z 士 y/2 半径 为 的 区 间 中 的 有 理 数 , 这 两 个 中 心 
到 (z,y》 的 连 线 的 斜率 分 别 为 士 9 ‘my 

拓扑 + 就 是 由 {U.(Cx,y))|e 之 0} 为 相应 点 《x,y) 和 
的 ( 开 ) 邻 域 基 生 成 的 . ( 针 ,rt) 是 Hausdorff 的 而 非 完 全 
Hausdorff 的 ， 

证 ”由 于 6 为 无 理 数 , 于 是 在 每 条 斜率 为 6 (或 
一 0) 的 直线 上 至 多 有 一 个 点 属于 和 ,因此 ,X 中 任意 两 


个 不 同 的 点 p,q 沿 着 斜率 为 士 0 的 直线 投射 到 工 轴 上 x—W0 TWO 
必然 得 到 两 个 不 同 的 无 理 点 对 , 故 p,g 有 不 相交 的 邻 图 5.3.1 


域 , 因 此 (X,r> 是 Hausdorff 的 . 

再 证 (X,r) 不 是 完全 Hausdorff 的 . 

容易 看 出 任意 一 点 (x,y)EX 的 每 个 邻 域 基 成 员 Us(C(Czyy)) 的 闭 包 ,包含 从 
BCz 一 /0 与 BCz 十 y/ 人 的 点 发 出 的 斜率 为 十 2 的 射线 构成 的 4 个 ( 当 y=0 时 为 两 个 ) 带 


i zx 男 


m0 

图 5.3.2(1) 图 5. 3. 2(2) 
形 区 域 中 属于 XX 的 点 的 并 (如 图 ), 原 因 是 区 中 在 这 几 个 区 域内 每 一 点 沿 着 斜率 为 土 9 的 直 
线 投射 到 zz 轴 上 的 有 理 数 正好 落 在 B(x 一 y/9) 或 B(x 十 y/0) 之 内 ,这 就 表明 X 中 位 于 这 
几 个 区 域内 的 任 一 点 的 每 个 邻 域 基 的 成 员 总 要 与 Us((zyy)) 相 交 . 由 这 一 事实 可 见 久 的 任 
意 两 个 非 空 开 集 的 闭 包 必定 相交 ,因此 (X,r) 不 是 完全 Hausdorff 的 . 口 


5.3.13 Tychonoff 平 面 本 =[0,f2]x[0,wj], 其 中 是 第 一 元 限 序数 ,Q 是 第 一 不 可 数 
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序数 , 工 是 Ti 的 , 非 完全 正规 的 . 


证 因 [0,02] 与 [0,wj 作 为 序 拓扑 空间 都 是 紧 致 的 ,Hausdorff 的 . 所 以 积 空间 也 是 紧 
致 Hausdorff 的 ,从 而 是 T, 的 ， 
现在 考虑 子 空间 .== 本 


一 {(Q2,w)}) . 今 C0, w) B 0, oo 
= {0,n)|0 now}, MP 
一 (8,o)10 委 8 一 人) 和 二 
则 4, 刀 是 的 不 相交 的 闭 子 on | 
集 . os oo see. 
假定 局 是 T, 中 包 合 A 的 eee oo 
开 集 , 则 Y (f,n)EA43 a 二 《0，0) (QO) 


st，(a， Qj]X{n}CU. 由 于 
{on 之 w} 可 数 , 故 3 a 为 {fan 过 w}) 的 上 界 且 a 二 0, 则 
(oa 有] x L0,w) CU. 

由 于 人 2 有 不 可 数 个 先行 元 ,而 a 仅 有 可 数 个 先行 元 ,所 以 a 十 1 过 0; 则 (a 十 1,w)E€8B. 

再 设 了 是 工 . 中 包含 已 的 开 集 , 则 了 n<ws.t, {a 十 1}X nyw]CV. 从 而 (a 二 1,n 十 1)E€ 
LUfIVY, 这 就 表明 了 -中 分 别 包含 4 与 巨 的 任意 一 对 开 集 总 要 相交 ,所 以 了 .不 是 正规 的 ,也 
就 是 了 不 是 完全 正规 (遗传 正规 ) 的 . 口 

5.3.14 点 加 倍 的 Tychonoff 平面 了 二 下 X10,1}, 其 中 荆 为 Tychonoff 平面 .X 是 正 
则 的 ,正规 的 , 非 T。 的 , 非 完 全 正规 的 . 

证 容易 验证 叉 的 任 一 闭 集 政 总 可 写成 = 下,X ,其 中 不 为 工 的 闭 集 . 因此 
可 设 A=AX{0,1}, B=B,X 1{0,1} 六 的 任意 两 人 不 相交 的 轩 时 有 A1,B1 为 工 的 两 
个 不 相交 的 闭 集 ,由 于 人 是 正规 的 , 故 存在 了 的 不 相交 的 开 集 UV,y 使 ACU,BCV. 于 是 
UX{0,1},， VX {0,1} 就 是 分 别 包含 4, 召 的 X 的 两 个 不 相交 的 开 集 . 所 以 XX 是 正规 的 . 

同 理 , 由 于 了 正则 可 得 和 是 正则 的 

由 B5. 3. 10 的 证 明 过 程 可知 , 如 果 T..X{(0,1} 是 正规 的 ,那么 T- 也 正规 ,而 已 知 代 .不 
是 正规 的 ,所 以 T-.X{0,1} 不 是 正规 的 ,也 就 是 X 不 是 完全 正规 的 .X 不 是 T, 则 显然 ， 口 

5.3.15 改制 的 M 一 Z(Montgomery，、Zippin) 空 间 : 令 

LL, 二 {m}) X 上 [一 1,0], 其 中 xm 为 偶数 ， 
C, ,= 


5.3.3 


全 十 1 一 吝 "* 一 1 十 证} xX [一 1,0]| 
U (ple ty 


pis = (nl 一 塘 )， 上 述 n 为 奇数 ,之 2; 


及 一 (UL,) U (UC U {a,b}, 
其 中 ab 各 (ULYUCUG.), 为 XX 的 理想 点 . 
区 为 下 村 4 类 集合 之 全 体 : 
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(I)》X 与 不 包含 任 一 ps 的 水 平 开 线 段 之 交 ， 
CI ) 对 每 个 固定 的 mn,k， 从 集合 C,.: 中 删 去除 半 圆 顶点 外 的 有 限 多 个 点 构成 的 集合 ; 
CL) U0)= {a U {ry EXITTmN} m 为 偶数 ; 
(ND UD)= {0})U {ry)EX|z>m}, m 为 偶数 . 
由 :多 为 拓扑 基 生 成 区 的 拓扑 fr. 称 空间 (X,r) 为 改制 的 M 一 Z 空间 . (XY,r) 是 T; 的 ， 
非 Urysohn 的 ,从 而 也 非 完 全 正则 的 . 
证 (1) 由 定义 易 见 : 玫 中 (1 ),( 了 ) 两 类 元 素 都 是 既 开 又 闭 的 
(2) ”每 个 单 点 集 都 是 闭 集 ,所 以 (XX,rt) 是 | 的. 


图 5.3.4 
(3) 再 证 ‘XX,t) 是 正则 的 ;从 而 是 Ts 的 * 


Vp= (zx,y) EX 以 及 任 一 VE Bs.t. pEV. 


1° 车 pELsUC， 则 有 咒 或 为 第 (1 了) 类 ,或 为 第 ( 工 ) 类 的 ,使 pEUCYV, 故 有 PEUC 
U=UCyV. 


2° 车 p= 二 a, 则 可 设 V=U,(a), 于 是 
pEU, sa) CCU, sa) CU,a) =V. 
3° 车 p= 二 5b, 则 与 p= 二 a 类 似 . 
综合 1 一 3° 可 知 (X,zr) 是 正则 的 . 
(4) 《〈X,r) 不 是 Urysohn 的 ,从 而 也 就 不 是 完全 正则 的 . 
设 :XX 一 [0,1] 连 续 .Y cEL0,1j], 因 


oo 


te = 用 | ec 一 二 ,ce 二 dmn [oj ， 


n=1 


故 有 


广 (eD 一 内 让 一 言 ,ce 十 坟 [0s]]， 
即 /'({c)) 是 Gs 集 . 令 
Ss = {pE Clf Pp) Ff Pa)). 
任意 取 定 一 个 Sx， 设 c=f(pww)，f "(4e)) 二 站 Gi, 其 中 Gi; 为 包含 ,的 开 集 . 于 是 存在 
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Cs 的 有 限 子 集 Fi st. 加 EC 一 CCG， 

S41 = Cs -NG = UC — 6) UP. 
所 以 5S, 为 可 数 集 . 于 是 US,, 也 可 数 . 从 而 3 dE[ 一 1,0] st 直线 {(z,y)1y 一 dj 与 所 有 
S, 都 不 相交 ， 所 以 Y sh 


Fo = oo 一 1 十 二 ,a)) = f(bn 十 1 一 二,d))， 


于 是 ， . 
fln— 1,4d)) = limf (p,.) = f(t 1,4d)), 
fl(m,d)) = f((0,d)). 
由 此 可 得 
AD = lim fmd)) = ovd))， 
fa) = f00). 
这 就 证 明了 《及 ,rt) 不 是 Urysohn 的 ,从 而 也 就 不 是 完全 正则 的 . DD 


5.3.16 点 加 倍 的 改制 M 一 Z 空间 :X 一 XXf10,1), 其 中 三 为 改制 M 一 Z 空间 ,X* 是 
正则 的 而 非 Te 的 . 

证 ”如同 B5. 3. 14. 口 

5.3.17 〈1) 不 可 数 的 Fort 空间 XT) 是 T; 的 , 却 不 是 perfectly T, 的 ，. 

(2) 序数 空间 [0, 人 也 是 Ts 的 而 不 是 perfectly T, 的 . 

证 (1) 记 r={GCX|p&G 或 儿 G 有 限 }. 

由 于 每 个 单 点 集 都 是 闭 集 ,所 以 (X,r) 是 了 的. 

设 4, 有 为 和 的 一 对 隔离 子 集 ,如果 pPE4, 则 4 一 4, 于 是 p 和 B, 故 B 为 开 集 .我 们 
证 明 此 时 和 五 也 是 开 集 , 若 儿 B 不 是 开 集 , 因 和 芝 已 经 包含 p, 故 必 有 B= 安 ( 儿 B) 是 无 限 
集 . 而 对 任 一 包含 p 点 的 开 和 集 U, ZU 有 限 , 故 忆 门 B 天 区 , 即 PEB, 从 而 pE 4MB, 与 4， 
B 相互 隔离 的 条 件 矛 盾 ， 所 以 儿 B 也 是 开 集 ,又 4CSB， 从 而 有 不 相交 的 开 集 客 已 与 瑟 
分 别 包 含 4 与 B. 如 果 4,B 都 不 包含 p, 则 A,B 本 身 都 是 开 集 . 所 以 《〈X,r) 是 完全 正规 
的 ， 

由 于 每 个 包含 p 点 的 开 集 ,其 补 集 有 限 , 所 以 任意 可 数 多 个 包含 户 点 的 开 集 G,(nEN) 


之 交 站 G, 二 (UG,), 当 XX 不 可 数 时 , 则 G, 就 不 可 数 . 从 而 {p} 是 闭 集 但 不 是 Gs 集 . 所 
以 不 可 数 的 Fort 空间 (X,r) 不 是 Perfectiy T, 的 . 

(2) [0, 人 9] 作为 序 拓扑 空间 当然 是 T; 的. 

对 于 包含 0 的 任 一 可 数 的 开 集 族 {G,},ew, 存 在 基 元 素 族 { (a,0]}),ens.t. Vn,(a,0] 


ef 
CG,, 上 且 8-sup {ojnEN)<n. 于 是 (8,0]C AG 即 {0) 关 0G 所 以 闲 集 {Q) 不 是 
Gs 和 集 ,从 而 [0,02j] 不 是 perfectly T, 的. 口 
5. 3.18 改制 M 一 Z 空间 (X,zr) 的 子 空间 3=X 一 { 好 是 Urysohn 的 , T; 的 , 非 完 全 正 
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则 的 . 

证 (1) VY pi,psE5 且 轧 隆 pz， 必 有 一 点 比如 户 隆 b, 于 是 必 属于 某 个 L, 或 属于 
某 个 Ci, 于 是 就 有 切中 第 (IT) 类 或 第 (1 ) 类 的 元 素 U 包含 pi 而 不 包含 ps.U 是 久 的 既 
开 又 闭 的 子 集 , 也 是 S 的 既 开 又 闭 的 子 集 ,于 是 U 的 特征 函数 f:U>[0,1]( 即 当 xEU 时 
了 f(z) 二 1, XE€5 一 U 时 f(z) 二 0) 是 连续 的 ,上 且 f(p1)==1, (pz) 二 0， 所 以 S 是 Urysohn 
的 . . 

(2) 因 XX 是 T; 的 ,所 以 S 也 是 T 的 . 

(3) 考虑 基 多 中 包含 6 点 的 任 一 元 素 U4),， ZU,(6) 是 不 包含 5 的 闭 集 , 而 任 一 连 
续 映 射 /: S 一 [0,1],， 如 B5. 3.15 同样 的 论证 可 知 ,f(Cm 一 2,d)) 二 了 f(b), 而 (一 2,d) 
Ua(b), 所 以 不 存在 使 FU。(6) 上 取 值 为 1, 在 6 处 取 值 为 0 的 连续 函数 , 故 S 不 是 完全 正 
则 的 . 品 

5.3.19 Roy 点 阵 空间 (X,r): 

设 {Ci}ien 为 有 理 数 集 Q 的 不 相交 的 稠密 子 集 的 可 数 族 ( 稠 密 性 是 相对 于 局 而 言 的 ). 

X={(rEcQxNlreEcC) 
U {oo}, co 为 理想 点 ， 


令 
Bs2n) Una) > so oe 

0), 其 中 Ur,22)= {20DER| .es Wa 
7 一 E<ti< 7r 十 6 (Cr20 一 1)) 一 oo。。。。。 sereoveoes 
{V(r,2n—1))|e>0}, 6 eeeeoeeeseseseeeee。 OE sj 。。。。。 ， 
其 中 Vllr2n—1))={( mER| NS eeeeee eeeeee oooeoereosoees. 
re<t<riem=2n 2, 2n—1, 4 sedevreeoeseosoeswesssss。ee。。 oe。. 
2 , 3 oodeem reooseooeroeoosssoeses 


B00)= {W, (conEN), 
其 中 Wo0)=={(5,70) EXIi22n). Q 
拓扑 7 由 每 个 多 (p)(pEX) 为 
相应 点 p 的 开 邻 域 基 所 生成 ，〈XX， 
rz 叫做 Roy 点 阵 空 间 , 它 是 完全 Hausdorff 的 , 非 T; 的 ,也 非 Urysohn 的 . 
证 (1) 设 p,g€EX 且 pg. 
GD 设 p=(7,/) ,9 一 (5,)， 则 7 过 让 e= 计 |r 一 s1， 就 有 Up)( 或 V.(p)) 的 闭 包 与 
U.(g) (或 Ve.(g)) 的 闭 包 不 相交 . 
Qi) 设 p 二 (4r,L),， 9 三 o0， 则 任 取 U.(p) (或 V.(p)), 再 取 Wiii(oo), 就 有 U.P) 中 
Wiri(oo)=. 
所 以 (X,r) 是 完全 Hausdorff 的 . 
(2) 为 了 证 明 (X,r) 不 是 Uryshn 的 , 先 证 (X,r> 是 连通 的 . 
设 4 为 X 的 既 开 义 闭 的 子 集 ,不 妨 假定 coE 4( 否 则 co 和 4, 必 有 ceoE 宫 4, 而 安 4 也 
是 既 开 又 拷 的 ), 于 是 有 菜 个 W,(co)CA, 因 4 也 是 闭 的 , 故 4 必定 包含 标号 为 2n 一 1 的 水 
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图 5. 3. 5 


平 直线 中 所 有 X 的 点 ,又 因 4 是 开 的 ,所 以 A 又 包含 标号 为 2 一 2 的 水 平 直线 中 所 有 X 的 
点 ,以 此 类 推 , 就 得 4 王 X. 所 以 和 没有 既 开 又 闭 的 非 空 真 子 集 , 故 和 连通 . 

如 果 X 是 Urysohn 的 , 则 Vp,gEXX 自 p 关 gq, 存在 f: 义 一 [0,1j 连续 使 f(p)==0， 
f(gq) 王 1. 由 介 值 定理 即 得 f(X)=[0,1], 这 与 苹 是 可 数 集 了 矛盾 . 所 以 和 不 是 Urysohn 
的 . 

(3) ”考虑 点 (r,4)EX 以 及 包含 tr, 4 的 开 集 DC(r,4))， 由 于 (r,3)E (Cr 4 ， 但 Cr， 
3) UlLr,4)),， 所 以 不 存在 开 集 V 使 

(r,4) EV CV ECU,4)) 

成 立 . 从 而 4X,r) 不 是 正则 的 . 也 就 不 是 T: 的 . 口 


3 5.4 不 连通 性 与 分 离 性 


空间 的 连通 性 是 在 某 种 意义 上 的 “不 可 分 割 性 ”, 而 “可 分 割 ” 的 极端 情形 无 疑 是 离散 空 
间 ,离散 空间 又 满足 所 有 的 分 离 公 理 , 即 是 所 有 分 离 性 质 的 极端 情形 ,这 就 自然 会 想到 从 不 
同 的 角度 揭示 的 空间 的 “分 割 性 "与 “分 离 性 ?之 间 是 否 存 在 着 某 种 联系 . 本 节 就 介绍 几 种 不 
连通 性 并 讨论 它们 与 分 离 性 的 关系 . 


A 定义 与 有 关 命 题 


5.4.1 定 义 如 果 (X,r)? 的 每 个 道路 连通 分 支 都 是 单 点 集 , 则 说 广 是 全 不 道路 连通 的 ; 
如 果 XX 的 每 个 连通 分 支 都 是 单 点 集 , 则 说 六 是 全 不 连通 的 ;如 果 六 的 每 个 拟 连 通 分 支 (B2. 
1. 14) 都 是 单 点 集 , 则 称 XX 是 全 分 离 的 . 

5.4.2 命题 (1) 针 全 分 离 之 XX 全 不 连通 二 XX 全 不 道路 连通 . 

(2) X 全 不 连通 之 和 是 开 的 . 

(3) X 全 分 离合 VY x,yE€EX 且 x 关 y 存在 久 的 一 个 分 解 {4A,B) 使 TE A4,yEB. 

(4) 天 全 分 离 和 >XX 是 完全 Hausdorff(T,} ) 的 ，Urysohn 的 . 

(5) X 既 全 不 连通 又 局 部 连通 一 X 是 离散 的 . 

证 明 是 容易 的 . 口 

5.4.3 定 义 〈X,r? 叫 做 零 维 的 ,如 果 《〈X,r) 存在 一 个 全 部 由 既 开 又 闭 的 子 集 构成 的 


5.4.4 命题 (1) XX 是 零 维 的 二 外 是 正则 的 ， 
(2) X 是 零 维 的 T, 空间 一 X 是 全 分 离 的 . 
证 (1) 显然 . 
(2) VYzyEX,， 且 z 天 》， 由 To 性 ,不 妨 假设 3 VE-Y(zr) 站 rs ty 入 D. 则 3B 既 
开 又 闭 使 zxE BCU, 令 4 二 儿 B, 则 {A,B) 为 XX 的 一 个 分 解 且 xEB, yE A. 故 久 是 全 分 离 
的 . 口 
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上 述 诸 种 关系 可 总 结 成 下 表 5. 4. 1 


于 5.4.1 
~ | 
零 维 。 < 一 一 零 维 十 “| - 全 不 连通 
| 
全 不 
站 道路 连通 


正则 T TD BT 


B 反例 表 与 反例 


5.4.1( 即 表 中 的 1, 余 类 推 ) 

(1) 平凡 空间 (至 少 有 两 点 ) 是 零 维 的 非 
T。 的 ;(2) 奇偶 拓扑 空间 (N,r 是 零 维 的 
非 To 的. 

5.4.2 特殊 点 拓扑 空间 (至 少 有 两 
点 ) 是 Te 的 , 非 工 的 ,从 而 非 零 维 , 非 全 不 
连通 . 

5.4.3 无 限 集 X, 取 有 限 补 拓扑 r， 
(X,r) 是 T, 的 , 非 T; 的 , 非 全 不 连通 的 . 

5.4.4 无 限 的 Fort 空间 (六 ,7) 是 零 
维 的 ,全 分 离 的 , 非 离散 的 . 

证 记 zr=(GCXIpEGG 或 GG 有 限 })，VY zr,yEX 且 xz 天 y， 不 妨 假设 > 夭 户 ， 则 {y)} 是 
既 开 又 闭 的 ,于 是 { 多 {y},{y}} 就 是 X 的 一 个 分 解 且 zE 安 (y}，yE (y)， 故 (X,r) 是 全 分 离 
的 . 念 


B= ({r}lr EX, zr#¥ PU CNHp) mr)， 
则 名 的 每 个 成 员 都 是 既 开 又 闭 的 . 如 果 GETr, VY xzEG, 车 x 关 pP 则 {xz}EB 且 XE{r}C 
G; 车 z=p, 则 GEN(p) 人 |r 总 之 3 BE 多 s.t. x€EBCG. 故 绍 是 rt 的 一 个 天, 所 以 ( 久 ， 
rt) 是 零 维 的 . 口 
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5.4.5 设 半 为 无 限 集 ,p,g&@X, X' 二 XU{p,q}， 
rz 二 22(X) UICCX IC 包含 户 或 9 且 X 一 G 有 限 }. 
则 4X" ,r) 是 全 不 连通 的 , 非 T; 的 , 非 全 分 离 的 ,也 非 零 维 的 . 

证 设 ACX"，, 4 至 少 有 两 点 . 著 3 zxE4s.t. Xx 关 p， X99, 则 {{x}) ,4A 一 {rz}) 就 是 子 
空间 4 的 一 个 分 解 ; 若 不 存在 上 述 x, 即 4 二 {8p,9), 则 {pp)},{g) 是 4 的 两 个 不 相交 的 闭 集 ， 
故 {{p}，{g}} 是 4 的 一 个 分 解 . 总 之 A 不 连通 ,所 以 <X" ,zt) 的 每 个 连通 分 支 都 是 单 点 集 ， 
即 <X*,r) 是 全 不 连通 的 . 

由 于 YUEA(p)Nr 及 VVEN(DNr, 

ZU NV) = (ZU) U (BV) 为 有 限 集 . 


所 以 UNV 关 名 ， 故 (X*,r) 不 是 T, 的. 口 
5.4.6 Arens 方形 ( 久 ,T):; 令 : ee : EE : 
S = {x,y) EeQxQlo<xzy<1z 头 王 }， : | 
X =SU1(0,0)，(1;0)) 二 
U (srv2)reEQ,0<rvV2 <1. 0 1 0 
Br y= Br,y) ,eS le>0}, 图 5.4.1 


其 中 BC(Cr,y) ,和 ) 是 四 中 的 开 球 ; 
当 《z,y) 久 5S 时 , 令 
Br,y)) = {Ux,y)) |n € N), 
其 中 


1 


U0;0)) = | {¢0,0)} U [oo x co, 二)| | 


NX 
jnx 

1 1 3 1 1 
DrV2))》 一 (( I XVI V+ NX. 


以 多 (四 ) 为 相应 点 p 的 开 邻 域 基 生 成 XX 的 拓扑 fr， 《〈X,r) 叫 做 Arens 方形 , 它 是 T, 的 ,全 不 
连通 的 , 非 全 分 离 的 . 

证 (1) 设 p,yEX 有 pg. 

(1) 若 p,g9€ES, 则 显然 有 U,VErs.t. pEU, gE€V ,UNV=8. 

(11) 车 PES 而 gq&5, 设 p= 《zi 1)》， gg 二 《zzyy2)， 则 切 天 yz。 取 nEN s.t. 
六 < 到 ly 一 | 取 U=B(p, 汪 NS,V=U.(g) 就 有 DY 一 所 

《iii) p95，, p= (ri,y1), gq = 《x2 , Y2). 

1” 车 几 关 六， 取 ， st， 二 < 记 |y 一 ys|， 则 UP NU, (gD)= G2. 


2 
2° 车 yi 一 yz， 即 p= (0,0), gq 二 《1,0), 则 任 取 n, 都 有 U.(p)NNU,(g9)= 8. 
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总 之 ，(X,r) 是 Hausdoff 的 ， 
(2) 设 4CX, 至 少 有 两 点 ， 
(i) 若 3 pp 一 (zy 0 一 (人 za) st y1 关 y2， 则 取 介 于 yy 之 间 的 非 > w 2 类 型 的 
无 理 数 +， 
(fr E Aly < it), (lx,y) E Aly> 1}} 
就 是 4 的 一 个 分 解 . 
(i) 4 中 任意 一 点 的 第 二 坐标 都 相等 ,只 有 两 种 可 能 ， 
1” ACS, 取 p= (zy)，g= (zyy)，y 天 0，zri 天 ze. 再 取 介 于 ziyxs 之 间 的 无 理 数 1， 
则 . 
{{lxr sy EE Alr 1t}, {xr.y) €E Alr+ >} 
就 是 4 的 一 个 分 解 . 
2” 4={(0,0)，(1,0)}， 显 然 {{((0,0))，((1,0)7)} 就 是 4 的 一 个 分 解 . 
总 之 ,A 不 连通 . 所 以 (XX,r) 的 连通 分 支 都 是 单 点 集 , 即 (X,r) 全 不 连通 . 
(3) 设 {4,B) 为 XX 的 任 一 分 解 , 旦 (0,0)E€EA4,(1,0)EB, 由 于 A 是 开 集 , 故 j3nEN 
s.t, U,(《0,0))CA, 由 于 4 也 是 闭 的 , 故 
1 


Ai = 全 ylyeQ,o<y 生 二]C4 
再 由 4 是 开 的 , 则 V pE4CS, 3 了 es(p) 盖 0 s.t， 
BCpsCp)) 站 SC4， 
即 VY y€ (0,2]1NQ, 3j3 rE€EQ, s.t. zx 二 且 4 人 zy>E 4. 


同 理 ,j mENs.t Y y€ ‘0,21NeQ 3 xEQ 满 足 zr<T 有 ry EB. 


现任 取 EQ st 0<r v7 一 min {车 ， 二 )， 就 有 :每 个 U， (3 rr) E 


n 
多 (了 3， r V2)| ,都 要 同时 与 4, 相交 . 即 ( 广 ， r V2)EANB==ANB, 这 与 14,B} 是 
X 的 分 解 矛 盾 . 这 就 证 明 不 存在 多 的 分 解 {4,B}) 能 使 APE4,gEB 从 而 (X,ry 不 是 全 分 离 


的 ， . 全 。 全 . . . . 图 
5.4.7 不 规则 点 阵 空 间 (X,7): 
X=(NXxXN)UWN Xx (10) U (00,0)). 1 
VY RENXN， 令 。 
(DA)) = (1,k))}; 1 
VY (i,0)ENX (0), 今 so 0 


B10)) = {U1,0)) |n € N}, 
其 中 ,C0,0))= 二 1(i,ky 1k 二 0 或 上 这 n}) ;又 令 。 
B60,0)) = (TEN)， (0, 0» 


图 5. 4.2 
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其 中 内 ,一 (5A)|17 一 A=0 或 Am 
由 每 个 : 罗 (p) 为 相应 点 pEX 的 开 邻 域 基 生 成 拓扑 tr. 则 称 (X,r) 为 不 规则 点 阵 空间 ， 
它 是 全 分 离 的 , 非 零 维 的 . 
证 (1) 设 p,g€X 且 pg. 
(i) 车 有 PENXN, 则 (4p), 半 一 1p)) 就 是 XX 的 一 个 分 解 且 pE 1p}, gEX 一 (pp); 
(ii) p,q 都 不 属于 NXN, 则 必 有 一 点 ,比如 p=(i,0), iEN. 令 
A= {(i,k)|k> 0), B=X— AU. 
则 (4,B} 是 和 的 一 个 分 解 , 且 PE4, g€ B. 
所 以 (XX,r) 是 全 分 离 的 . 
(2) ”车 ( 久 ,+) 是 零 维 的 , 则 有 7 的 一 个 基 名 使 VY BE 加 , B 是 既 开 义 闭 的 .我们 任 取 
一 个 U,((0,0)), 则 3 BE 入 s.t，(0,0)E BCU,(《0,0)), 从 而 必 有 m>n st， 
. 0,0) € U0,0)) CTC BCU,0,0)). 
而 当 i 半 >m 时 ， 
(1,0) €E UO0,0)) CB= BCU,0,0)) 
但 依 口 ,(‘0,0)) 的 定义 , 《1,0) &U,((0,0))., 
这 是 一 个 矛盾 . 所 以 就 证 明了 (X,r 不 是 零 维 的 ， LD] 


3 5.5 紧 性 概念 的 扩充 与 反例 


本 节 我 们 再 介绍 几 种 紧 性 概念 ,给 出 诸 紧 性 间 的 关系 并 给 出 区 别 各 种 紧 性 的 反例 . 
A 紧 性 概念 的 扩充 与 相互 关系 


我 们 已 知 定义 在 紧 致 拓扑 空间 上 的 任 一 连续 的 实 值 函数 总 是 有 界 的 . 当然 对 于 定义 在 
任意 空间 ,即使 在 欧 氏 空间 上 的 连续 的 实 值 函数 也 未 必 是 有 界 的 ， 于 是 我 们 试图 利用 “ 任 一 
连续 的 实 值 函数 总 是 有 界 的 ”这 一 特征 来 刻 划 空间 的 一 种 性 质 。 这 就 引进 了 下 述 概念 . 

5.5.1 定义 如 果 定 义 在 拓扑 空间 (X,r) 上 的 任 一 实 值 连续 函数 都 是 有 界 的 ,就 称 此 空 
间 (X,r) 是 伪 紧 的 . 

5.5.2 定理 。 (1) 开 式 或 闭 式 超 连通 空间 总 是 伪 紧 的 . 

(2) 可 数 紧 的 拓扑 空间 是 伪 紧 的 . 

(3) 伪 紧 的 T, 空间 是 可 数 紧 的 . 

(4) 对 任 一 度量 空间 (X,p 则 有 :X 伪 紧 所 X 紧 臻 

证 (1) 事实 上 ,可 有 更 强 的 结果 : 开 式 或 闭 式 超 连通 空间 (X,r) 上 的 任 一 实 值 连续 
-函数 都 是 常 值 的 . 

(iD 开 式 超 连通 情形 ， 
假设 A ，X-- 巨 连续 且 ,rrEXs.t 
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Cr = a<b= f(x), 
取 cE(asb), 则 1(( 一 00,c)) 与 店 '((cs, 十 o0)) 是 X 的 两 个 不 相交 的 非 空 开 集 ， 与 鲜 的 开 
式 超 连通 性 矛盾 . 所 以 了 上 是 常 值 的 . 
(Gi) 对 于 闭 式 超 连通 情形 、 
假设 三 : 外 一 8B! 连续 且 3 Xx1,X2EX s.t. 
f(x) =azKb= f(r,), 
则 广 :(Cte)) 与 广 !(() ) 为 式 的 两 个 不 相交 的 非 空 闭 集 ,与 X 的 闭 式 超 连通 性 矛盾 . 所 以 了 
是 常 值 的 . 

(2) 由 A4.5.6 即 得 . 

(3) 设 (X,r 是 伪 紧 的 工 , 空间 ,如 果 《X,r> 不 是 可 数 紧 的 , 则 X 有 一 个 可 数 无 跟 子 集 4 
无 w 聚 点 , 因 X 是 T, 的 , 故 4 无 聚 点 ,从 而 4 的 每 个 子 集 都 无 聚 点 ,于 是 4 的 每 个 子 集 都 
是 闭 集 , 故 4 作为 子 空 间 是 离散 的 . 设 A={x,)ies， 则 由 f(x,) 二 n 定义 的 函数 三 : A 一 EE 
是 连续 的 . 由 于 蕊 是 正规 的 , 故 由 Tieze 扩张 定理 ,存在 连续 的 & :X> 忆 使 gs 二 f. 显然 
g 是 无 界 的 ,这 与 XX 的 伪 紧 性 矛盾 ,所 以 六 是 可 数 紧 的 . 

(4) 由 于 度量 空间 总 是 T, 的 , 且 可 数 紧 与 紧 致 等 价 , 所 以 对 于 度量 空间 伪 紧 局 紧 致 . 口 ] 

注 ”由 此 可 见 Tietze 扩张 定理 的 一 个 重要 应 用 ,得 到 了 能 用 实 值 连续 函数 都 有 界 的 性 
质 刘 划 度量 空间 的 紧 性 ， 

我 们 知道 玉 不 是 紧 致 的 ,但 E' 一 岂 [ 一 ,J]， 其 中 每 个 [一 n,n] 都 是 紧 致 的 ;一 
Hausdorff 空间 (或 正则 空间 )(X,r) 是 局 部 紧 的 后 (X,z) 的 每 一 点 都 有 一 个 开 邻 域 的 闭 包 是 
紧 致 的 ,但 对 任意 的 拓扑 空间 ,这 个 结果 未 必 成 立 ( 可 见 B5. 5.2). 这 些 事实 ,启发 我 们 引进 
下 述 概念 . 

5. 5.3 定义 《1) 如 果 拓 扑 空 间 ( 久 ,+) 可 以 写成 可 数 多 个 紧 致 子 集 的 并 , 则 称 (XX,r) 是 - 
o- 紧 的 . 

(2) 如 果 拓 扑 空 间 (X,r)? 既 o- 紧 又 局 部 紧 就 称 (X,r) 是 o- 局 部 紧 的 ， 

(3) 如 果 (X,r 满 足 条 件 ， 

VrEXIUEeE.AN() 站 rs.t. 辽 紧 致 ， 
则 称 〈X,r) 是 强 局 部 紧 的 . 

5.5.4 定 理 〈X,r) 是 o- 局 部 紧 的 名 4(X,r) 是 局 部 紧 的 Lindelof 的 ， 

证 “之 ” 显然 

“<” YEX, 由 局 部 紧 性 , 3 U(X)EAN(r) s.t. U(z) 紧 致 ， 由 Lindelof 性 可 知 里 
的 开 覆 盖 

WU = (Vr) lr € X) 
有 可 数 子 覆盖 { 必 (zi)1iEN)CS. 于 是 
X =UUz). 
所 以 (X,r) 是 王 紧 的 ， 口 
现 将 诸 紧 性 间 的 关系 归纳 成 下 表 5. 5.1，5. 5, 2 : 
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这 5. 5.1 


紧 致 一 一 一 一 一 > 6 一 局 部 紧 » 0 | 
局 部 紧 1 Lindelof 
局 部 紧 


绒 局 部 景 地 卫 (或 [CB]) 


囊 5.5.2 


对 度量 空间 而 言 


紧 致 < 一 一 > 序列 紧 可 数 紧 ”< 一 > 伪 紧 


强 局 部 紧 


B 一 W 性 质 全 有 界 十 完备 


局 部 紧 
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B 反例 表 


5. 5. 1( 即 表 中 的 1, 余 类 推 ) 不 可 数 的 离散 空间 显然 是 强 局 部 紧 而 非 Lindelof 的 ， 


表 5.5. 3 


5.5.2 不 可 数 的 特殊 点 拓扑 空间 (XX,r) 是 伪 紧 的 ,局 部 紧 的 ,第 一 可 数 的 , 非 Lindelof 
的 ,也 不 具有 B 一 W 性 质 , 也 非 强 局 部 紧 的 . 


表 5. 5.4 表 5. 5.5 


Lindelof 10 


| 局 部 紧 2 | 


[| 


(2) 因 YxzEX， (zz 就 是 zx 的 紧 致 邻 域 ,所 以 (X,r) 是 局 部 紧 的 ,但 VCE. f(x)， 
总 有 pEU, 故 也 一 X 不 是 紧 致 的 ,因此 (X,r) 不 是 强 局 部 紧 的 

《3) 因 YzEX，({r*p)} 就 是 工 的 邻 域 基 , 故 为 第 一 可 数 的 . 

(4) 由 于 X 的 开 覆 盖 {{z,p)|zEX) 无 可 数 子 覆盖 , 故 生 非 Lindelof 的 . 

(5) ”车 4 为 X 的 不 包含 p 的 无 限 子 集 , 则 4 无 谷 点 ,所 以 X 不 具有 B 一 W 性 质 . 口 

5.5.3 点 加 倍 的 不 可 数 的 特殊 点 拓扑 空间 X* 一 和 XX{0,1}. 它 是 伪 紧 的 ,具有 B 一 W 
性 质 ,不 是 可 数 紧 的 ,不 是 Lindelof 的 ， 

证 X" 也 是 开 式 超 连 通 的 , 故 是 伪 紧 的 . 由 于 《x,0)E {x,1)})’, (zx,1)E{lr,0)}'， 
故 X "的 任 一 非 空子 集 都 有 聚 点 ,从 而 X" 具 有 B 一 W 性 质 . 由 于 投影 是 连续 满 射 ,所 以 如 
果 搓 "是 可 数 紧 或 Lindelof 的 ,那么 也 是 可 数 紧 或 Lindelof 的 ,但 由 上 例 可 知 和 不 是 可 数 
紧 ( 因 不 具有 B 一 W 性 质 ), 也 不 是 Lindelof 的 ,所 以 和 "不 是 可 数 紧 ,也 不 是 Lindelof 的 . 口 

5.5.4 有 限 的 排外 点 拓扑 空间 4X,r) 是 第 二 可 数 的 , 紧 致 的 . 

5.5.5 不 可 数 的 排外 点 拓扑 空间 《和 X,r 是 紧 致 的 ,第 一 可 数 的 , 非 第 二 可 数 的 . 

证 紧 致 与 第 一 可 数 是 显然 的 ,由 于 子 空间 一 { 加 是 离散 的 ,又 是 不 可 数 的 , 故 非 第 
二 可 数 , 而 第 二 可 数 性 是 遗传 性 质 , 所 以 X 也 非 第 二 可 数 . 口 

5.5.6 奇偶 拓扑 空间 (N,r) 具 有 B 一 W 性 质 ,是 第 二 可 数 的 ， “ 紧 的 ， 不 是 可 数 紧 ,不 是 
伪 紧 的 ， 


证 邻 f:N>F' 为 Yn， jw 0, 其 中 [x] 表 示 不 超过 x 的 整数 , 则 f 连续 且 


无 界 , 所 以 《N,r) 不 是 伪 紧 的 . 其 余 很 明显 . 口 ] 
5.5.7 设 X 为 实数 集 及 取 离 散 拓 扑 ,X "三 XXX(10,1) 是 和 的 点 加 倍 . 则 X* 上 共有 B 一 
W 性 质 , 非 Lindelof 的 , 非 伪 紧 的 . 口 
证 令 f/f:X* 一 A! 为 第 一 投影 . 即 Y 《x,y) EX* ,f(x,y) 二 + 则 了 连续 且 无 界 ， 
所 以 XX“ 不 是 伪 紧 的 . 其 余 很 明显 . Li 


5.5.8 不 可 数 集 义 取 可 数 补 拓扑 7, 则 《4X,r) 是 伪 紧 的 ,Lindelof 的 , 非 o- 紧 的 ,也 不 具 
有 了 一 页 性 质 . 

证 由 于 XX 是 开 式 超 连 通 的 ,所 以 是 伪 紧 的 . 因 任 一 非 空 开 集 的 补 集 是 可 数 的 ,所 以 
X 是 Lindelof 的 ,又 买 的 任 一 可 数 无 限 子 集 都 没有 聚 点 ,所 以 和 不 具有 B 一 驳 性 质 ， 


现 设 4 为 X 的 任 一 无 限 子 集 ,{a|zEN} 是 4 的 可 数 无 限 子 集 ,rz 天 7 时 , a; 关 a;， 则 
def 


均一 一 (人 一 (ca EN 
是 4 在 X 中 的 开 狐 盖 ,但 无 有 限 子 覆盖 ,所 以 X 的 任 一 紧 致 子 集 都 是 有 限 的 . 从 而 任意 可 
数 多 个 紧 致 子 集 之 并 是 可 数 的 ,但 和 不 可 数 ,所 以 X 不 是 o- 紧 的 . 国 
5.5.9 设 革 为 B5.5.8 的 可 数 补 拓扑 空间 , 关 * 二 X10,1} 是 天 的 点 加 倍 , 则 六 "是 伪 
紧 的 ,Lindelof 的 , 且 具 有 B 一 W 性质, 但 非 o- 紧 的 . 口 


5. 5. 10 ”Sorgenfrey 直线 Rs 是 Lindelof 的 ,第 一 可 数 的 , 非 o- 紧 的 , 非 局 部 紧 的 ,也 非 
第 二 可 数 的 . 


证 设 4 为 Rs 的 紧 致 子 集 . 则 
一 169 一 


YaE€E Ajzxst. (za) (| A= 9. 
不 然 , 存 在 4 的 一 个 递增 序列 (b);ew s.t. 
1b 一 al 一 0( 在 R 的 通常 意义 下 的 极限 ). 
于 是 
{(— oo0,60} U {fbb iE N}U {[a, 十 00)} 

是 4 在 X 中 的 开 覆 盖 , 但 无 有 限 子 覆 盖 ,这 与 A 的 紧 致 性 矛盾 . 

下 面 我 们 证 明 4 是 可 数 的 ， 

设 a,bEA4 且 a 关 b. 则 (za 站 (zyo) 王 必 ， 其 中 rm 的 意义 如 上 一 段 . 

否则 (不 妨 假 定 a 过 6), 3 xz€ (zyQ) 站 (x6,6) ,于 是 必 <z<ao<8 即 a€ (xs,6), 与 (xz,,6) 
门 4= 名 矛盾 . 

现在 Y aE A 在 区 间 (zxs,a) 中 选取 7x.EQ, 并 令 

f: A—>Q, at™> f(a)=r,, 

则 了 为 单 射 , 故 A 可 数 . 

由 于 R 是 不 可 数 的 ,所 以 Rs 非 o- 紧 的 . 

又 由 于 Rs 的 每 个 非 空 开 集 都 是 不 可 数 的 ,所 以 任何 一 点 都 没有 紧 致 邻 域 , 故 Rs 不 是 局 
部 紧 的 . 

其 余 见 B1. 5.6 与 C4. 3. 2. . 口 

5. 5.11 右 序 拓扑 空间 R,,(Bl1. 5.1) 是 伪 紧 的 ,具有 B 一 W 性 质 ,也 是 o- 紧 的 ,但 非 可 
数 紧 . 

证 RR 显然 是 开 式 超 连 通 的 ,所 以 是 伪 紧 的 ,车 4 为 R 的 无 限 子 集 ,a€ 4, 则 任 取 5E 
R s.t. b<a, 于 是 5E€ 4A', 故 Rw 具有 B 一 W 性 质 . 


R==U[ 一 ,十 oo), 且 每 个 [一 ,十 oo) 是 及, 的 紧 致 子 集 ,所 以 Re 是 一 紧 的 ， 

而 Rn 的 可 数 开 覆盖 {( 一 *, 十 co)|nEN) ,无 有 限 子 覆盖 ,所 以 不 是 可 数 紧 的 . 口 
5. 5.12 区 间 套 拓扑 空间 (X,r)(B5. 3.7) 是 o- 局 部 紧 的 ,不 是 强 局 部 紧 的 . 

证 因 X=U(0,1 一 十 ), 其 中 每 个 (0,1 一 广 ) 是 XX 的 紧 致 ( 开 ) 集 , 故 六 是 o 紧 的 , 同 


时 ,V xzEX, 3 naEN st xzE(0,1 一 二 )，(0,1 一 二 ) 就 是 工 的 紧 致 邻 域 ,所 以 玉 是 局 部 紧 
的 ,从 而 是 e- 局 部 紧 的 . 

又 因 V > ,0,1 一 二 )=X， 它 不 是 紧 致 的 . 所 以 和 不 是 强 局 部 紧 的 口 

5. 5.13” 开 序数 空间 [0,w) 是 o- 紧 的 , 强 局 部 紧 , 非 紧 致 的 . 

证 因 [0,w) 可 数 ,当然 是 o- 紧 的 . 

Yn 二 wn 的 开 邻 域 [0,n 十 1) 的 闭 包 

[0,n 十 1) = 二 [0,n 十 1] 
是 紧 致 的 ,所 以 [0,w) 是 强 局 部 紧 的 ,但 
多 = {[0,n) |n < ow) 
5.5.14 开 序 数 空间 [0,0) 是 序列 紧 的 ,第 一 可 数 的 , 非 Lindelcf 的 , 非 第 二 可 数 的 . 
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证 设 4 为 [0,2) 的 可 数 无 限 子 集 , 令 
B=(zE[o,2)iz 有 无 限 多 个 先行 元 在 4 内}， 
由 于 4 可 数 , 故 3 8 二 人 2s.t. YeaE4,a 秋 8. 于 是 PE 有. 故 必 天 好 令 4b 一 minB，, 我 们 证 明 6 
和 4. 若 04, 则 jcdE[0.2) st，c<p<d 且 
(cd) NN CA {0})= Yo 

于 是 2 的 落 在 4A 内 的 先行 元 (至 多 除 c 外 ) 也 都 是 c 的 先行 元 ,所 以 cE B, 这 与 的 最 小 性 
矛盾 . 至 此 证 明了 [0,02) 具 有 B 一 W 性 质 . 又 易 见 [0,0) 是 全 的 (事实 上 序 拓扑 空间 都 是 
T; 的 1!). 由 B1. 5.8 知 [0,0) 是 第 一 可 数 的 , 故 由 A4. 3.7 知 [0,0) 是 序列 紧 的 . 


易 见 [0,02) 的 开 覆 盖 


.def 
这 给 


{[0,0) |a € (0.0))} 
无 可 数 子 覆盖 ,这 是 因为 每 个 [0,a) 都 是 可 数 集 . 所 以 [0,9) 不 是 Lindel6f 的 .自然 也 就 不 
是 紧 致 的 , 故 由 A4. 3.7 自然 也 就 不 是 第 二 可 数 的 . 口 

5.5.15 序数 空间 [0,20), 其 中 2Q==f 十 8, 也 就 是 (1,2}X[L0,2) 取 字 蝎 序 所 得 良 序 
集 的 序 型 , 它 是 序列 紧 的 , 非 Lindelof 的 ,也 非 第 一 可 数 的 ( 注 : 有 些 著作 , 记 22 一 0 十 人 2)， 

证 (1)” 设 (z)eN 是 [0,20) 的 任 一 序列 . 如 果 (z)ew 有 无 限 多 项 落 在 [0,2) 中 , 即 
有 一 个 子 序列 属于 [0,2), 由 于 [0,Q) 是 序列 紧 的 ,所 以 这 个 子 序列 又 有 收敛 的 子 序列 , 它 
也 是 (zex 在 [0,22) 中 的 收敛 的 子 序 列 ， 如 果 (zyves 只 有 有 限 多 项 落 在 [0,O2) 中 ,那么 必 
然 有 无 限 多 项 落 到 L2,202) 中 ,而 [2,202) 是 与 [0,0) 同 胚 的 . 所 以 (zc 仍然 有 收敛 的 子 序 
列 , 这 就 证 明了 [0,22) 是 序列 紧 的 ， 

(2) [0,20) 的 开 覆 盖 


def | 


没有 可 数 子 覆盖 ,所 以 [0,202) 不 是 Lindelof 的 ， 

(3) 由 Bl1.5.8 知 ,ft0,20) 的 子 空间 [0,0] 不 是 第 一 可 数 的 ,所 以 [0,282) 也 不 是 第 一 
可 数 的 . 口 

5.5.16 Fort 空间 (XX,r) 既 是 序列 紧 的 ,也 是 紧 致 的 (C. 4. 3.8). 

5. 5.17 不 可 数 的 Fort 空间 ‘X,r) 是 紧 致 的 ,序列 紧 的 ,不 是 第 一 可 数 的 (Bl1. 5.5)， 

5. 5.18 仿 Fort 空间 (X,r), 其 中 X 为 不 可 数 集 .rz=(GCX|pEG 或 性 C 可 数 },pE 
X 是 固定 的 点 ,(X,r) 是 Lindelof 的 , 非 oc- 紧 的 , 非 伪 紧 的 ,也 不 具有 B 一 W 性 质 . 

证 (1) ”由 于 pp 的 任 一 开 邻 域 的 补 集 可 数 , 故 (XX,r) 是 Lindelof 的 (B1. 4. 2). 

(2) ” 设 r 为 X 上 的 可 数 补 拓扑 , 则 ztCr, 由 .B5.5.8, 可 知 (XX,rt) 非 o- 紧 ,不 具有 B 一 
VW 性 质 , 所 以 (XX,r) 也 非 0- 紧 ,也 不 具有 B 一 W 性 质 . 

(3) ” 任 取 五 为 区 的 可 数 无 限 集 , 且 p 生 下, 则 才 玉 为 包含 的 开 集 . 又 设 g: ->N 为 
一 一 映射 . 令 三: X 一 E! 为 


0 XE EFF, 
f(r) = 
g(r) Xr EK. 


5.5.19 点 加 们 的 仿 Fort 空间 XX*= 二 XX {0,1)( 其 中 芝 是 仿 Fort 空间 ) 是 Lindelof 的 ， 
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具有 了 一 W 性 质 , 非 伪 紧 的 , 非 o- 紧 的 . 
证 (1) 设 庆 :XXX 为 投影 ,三 :一 歼 为 上 例 中 的 连续 无 界 的 映射 . 则 
5 一 太 。 户 : X 一 天 也 是 连续 的 无 界 的 . 所 以 XX' 非 伪 紧 、 
(2) 由 于 平凡 空间 {0,1} 显 然 紧 致 ,又 怀 是 Lindelof 的 , 故 由 C4.3.10 知 X 也 是 Lin- 
delof 的 . 
(3) “对 于 点 加 人 税 的 空间 ,前 面 已 经 看 到 ,每 个 非 空子 集 都 有 聚 点 , 故 具 有 了 一 WW 性 质 . 
(4) 假定 X* 是 o 紧 的 ,X 一 忆 C， 其 中 每 个 C, 紧 致 . 则 
X= p(X') = UPpC,). 
其 中 p 为 投影 , 故 p(C,) 紧 致 ,于 是 关 也 o- 紧 与 上 例 了 予 盾 , 所 以 XX 不 是 o- 紧 的 . 口 ] 
5. 5. 20 Arens-Fort 空间 《4X,r)( 即 B1.5.11 给 出 的 空间 ) 是 Lindelof 的 , 非 可 数 紧 的 ， 
也 非 第 一 可 数 的 
证 (1) 因 和 本身 可 数 , 当 然 是 Lindelof 的 . 
(2) 令 4=(a1)InEN)， U= 二 =X 一 A. 则 


GU U {nD} In€ N) 

是 X 的 可 数 开 覆盖 , 它 无 有 限 子 覆 盖 , 所 以 天 不 是 可 数 紧 的 . 

(3) 由 了 Bl1.5.11 可 知 , 存 在 X 中 以 (0,0)? 为 接触 点 的 序列 (zcN， 它 没 有 收 伍 于 (0， 
0) 的 子 序列 , 故 由 Al. 3.4 知 六 不 是 第 一 可 数 的 . . 口 j 

5.5.21 无 理 斜 坡 拓扑 空间 (和 X,r)(B5. 3. 12) 是 伪 紧 的 ,o- 紧 的 ,但 不 具有 B 一 W 性 质 . 

证 (1) 由 于 六 本 身 可 数 ,当然 是 o- 紧 的 . 再 者 它 的 任意 两 个 非 空 开 集 的 闭 包 都 要 
相交 (B5. 3. 12 的 证 明 过 程 ), 由 此 可 证 和 上 的 任 一 实 值 连续 函数 : XX 一 FE! 总 是 常 值 的 . 
因为 若非 常 值 , 则 3 户 , 饭 E 革 使 郑 记 ) 天 po)， 令 = 村 LPG 一 FCpo|， 

U= (Crop — ef(p)+e), V= (Co) 一 sb) + 8). 

则 未 站 7= 多. 于 是 /1(U), 1(V) 为 X 的 分 别 包 含 pi,p: 的 开 集 , 且 


FN FV CFAO) NN FV) 
=f°'(U0) ff 10V) 
=f"'(U NW = 他. 
导致 子 盾 . 所 以 了 是 常 值 的 ,从 而 XX 是 伪 紧 的 . 
(2) ”由 于 xz 轴 上 的 所 有 整数 点 构成 的 集合 NX {0} 无 聚 点 ,所 以 不 具有 B 一 W 性 
加 


质 . 
5. 5.22 ”整数 同 余 分 割 拓扑 空间 XX,r) :其 中 X=Z, 设 4,kEX, 令 
a++kZ= {a kz|z € 2}, 
:加 = {a 二 kZla,k €E'X). 
可 用 .多 为 基 生 成 一 个 拓扑 rt，《X,r) 是 c- 紧 的 , 非 局 部 紧 的 . 
证 由 于 关 本 身 可 数 . 当 然 是 o- 紧 的 , 现 取 定 :如 的 一 个 成 员 a 十 kz, 定义 
f :at+kZ—X, ui+kzh>z. 
a 十 kZ 作为 和 的 子 空间 , 则 了 是 连续 的 . 
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事实 上 .VY 5 十 ZE . 萎 ， 
7 (十 人 2) = (a 6) + KZ 
是 X 的 开 集 ,当然 也 是 子 空间 “十 刀 的 开 集 . 所 以 了 连续 ,又 显然 上 是 满 的 ， 

现在 假定 zx 有 一 个 紧 致 邻 域 U, 则 3 ce 十 刀 E 和 st rE€a+hZCU. 

由 ce 十 4Z 的 补 集 是 外 的 另 一 些 mod 的 同 余 类 的 并 ,而 任意 两 个 mod 的 不 相同 的 问 
余 类 是 不 相交 的 ,所 以 a 十 刀 也 是 羡 的 闭 集 ,当然 也 是 U 的 闭 集 ,因此 是 紧 致 的 ,从 而 下 也 
是 紧 致 的 . 但 基 不 是 紧 致 的 ,事实 上 (3 十 8Z) 门 N 中 所 有 素数 构成 的 子 集 (当然 是 无 限 的 )4 
没有 聚 点 . 这 是 因为 ,V kEX 一 10, 一 1,1), kZ 是 上 的 一 个 邻 域 ,而 2Z 门 (4 一 人 人 4)) 二 CG, 故 
k 人 A， 对 尺 中 的 所 有 的 不 等 于 0, 一 1,1 的 都 成 立 , 再 分 别 考 虚 0, 一 1,1. 因 4Z 是 0 的 
邻 域 , 且 42 门 4 二 名. 故 0&4A'. 因 1 十 8 是 1 的 邻 域 . 但 (1 十 8Z) 门 (3 十 8Z) 一 厅 ,当然 也 
有 (1 十 82) 间 4 二 B 故 1& A', 又 因 一 1 十 8Z 是 一 1 的 邻 域 ,但 (一 1 十 8Z) 门 (3 十 8Z)= 二 名 ,所 
以 一 1&A. 可 见 4 没 有 聚 点 ,X 不 具有 B 一 到 性 质 ,当然 不 是 紧 致 的 . 这 就 导致 矛盾 ,从 而 
证 明了 和 不 是 局 部 紧 的 . D 

反例 表 中 还 有 两 个 空间 :六 以 及 [0,2)X 天 将 在 86.1 中 给 出 . 

紧 致 性 ,序列 紧 性 ,可 数 紧 性 ,B 一 W 性 质 ,Lindelof 性 质 ,c- 紧 性 ,局 部 紧 性 以 及 强 局 部 
紧 性 都 对 闭 子 空间 是 遗传 的 . 但 伪 紧 性 却 不 然 . 

5.5.23 设 (x,z) 为 不 可 数 的 特殊 点 拓扑 空间 , 思 为 特殊 点 . 已 知 它 是 伪 紧 的 (B5. 5， 
2), 但 子 空间 5=X 一 {p} 是 离散 的 ,不 妨 假 设 5 与 RR 有 相同 的 基数 ,于 是 一 一 映射 :S 
E 是 连续 的 ,无 界 的 , 故 5 不 是 伪 紧 的 . ， 

紧 致 性 ,序列 紧 性 ,可 数 紧 性 , 伪 紧 性 ,c- 紧 性 ,Lindelof 性 质 都 能 被 连续 映射 保持 ,但 号 
一 W 性 质 , 局 部 紧 性 ， 强 局 部 紧 性 未 必 能 被 连续 映射 保持 ， 局 部 紧 性 能 被 连续 的 开 映 射 保 
持 

5.5.24 任 取 (XX,r) 为 非 局 部 紧 的 拓扑 空间 , 令 zm 为 上 的 离散 拓扑 . 则 (XX,v,) 是 强 
局 部 紧 的 ,由 (X,ro? 到 《X,r) 的 恒 同 映射 是 连续 满 射 . 由 此 可 见 局 部 紧 性 与 强 局 部 紧 性 未 
必 能 被 连续 映射 保持 . 

又 B4. 3.5 已 表明 B 一 W 性 质 未 必 能 被 连续 映射 保持 . 

注 ” 紧 致 性 ,可 数 紧 性 ,Lindelof 性 质 ,都 是 指 柳 盖 可 以 约 简 的 性 质 ,编者 曾 对 以 这 些 性 
质 为 特例 的 更 加 一 般 化 的 所 谓 强 (m,n)- 紧 性 作 过 一 些 讨论 ,这 里 mw,n 都 是 无 限 基数 ,日 训 
< ， 如果 拓扑 空间 X 的 每 个 基数 三 n 的 开 覆 盖 都 有 基数 二 mm 的 子 镍 盖 , 就 叫 久 是 强 (m， 
n)- 紧 的 . 这 里 加 一 个 “ 强 ” 字 是 为 了 区 别 于 文献 中 已 有 的 (m,n)- 紧 性 ,并 且 强 (m,n)- 紧 革 涵 
(m,n) 紧 . 若 用 ce 表示 任意 基数 ,那么 强 ( 愉 ,,co)- 紧 正 是 通常 的 紧 致 性 , 强 (2so,2)- 紧 恰 
为 Lindelof 性 质 , 强 ( 兴 o, 兴 v)- 紧 正 是 可 数 紧 ,有 关 这 方面 的 讨论 可 参阅 南京 大 学 学 报 Vol 
27, No. 1(1991) ,1 一 7. 
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第 六 章 “” 积 空间 。 商 空间 与 盟 数 空间 


3 6.1 拓扑 空间 的 任意 积 


A 内 容 提要 


6.1.1 定 义 设 {Xi 区 ) es 为 拓扑 空间 的 非 空 族 , 由 六 = | [|X; 的 子 集 族 
AEA 


一 {pi ' (CG) 1A E A, CGE) 
为 子 基 生 成 的 拓扑 = 就 叫 X 的 积 拓扑 (或 Tychonoff 拓扑 ),《 久 ,7 就 叫 和 Xs) he 的 积 空 
间 . 其 中 p; :XXX 为 投影 . 

由 定义 可 知 + 有 一 个 基 家 , 其 中 每 个 成 员 都 是 乡 的 有 限 个 成 员 之 交 , 形 如 局 
=fN pi'(G,), 如 写成 乘积 形式 B= | |Y;, 则 其 中 除了 有 限 个 指标 入 ,加 ,…, 罗 外 ,所 有 的 
二 Xi, 而 Y; 二 GE€ 5. 这 一 特征 应 引起 足够 的 重视 ,这 个 基 : 交 叫做 r+ 的 定义 基 以 区 别 于 其 
它 形式 的 基 . 

6.1.2 定理 ” (1) 由 积 空间 = | |X; 到 每 个 因子 空间 X, 的 投影 p。: XX 一 XX, 是 连 

Aa€A 
续 的 , 满 的 , 开 映 射 . 
(2) 设 Z 为 拓扑 空间 , 则 :2Z 一 | |X; 连续 eVY 4E€ A, pi。/: 2 一 XX 连续 . 
A€ A ， 


6.1.3 定 理 ” 设 X= | |X; 为 积 空间 , 则 
A€EA 
(1) X 的 滤 子 7 收敛 于 点 文王 《ZiDac ae A EE A,X, 的 滤 子 px (7 ) 收 伍 于 p(x) 一 


(2) 下 的 网 收 人 敏 于 工 二 《zacesn 咏 Y AE A,X; 的 网 总 收敛 于 户 (z) = zu 
即 六 的 滤 子 与 网 的 收 钙 是 等 价 于 按 坐 标 收 伍 的 . 
6. 1.4 定理 ” (1) 积 空间 X= [ IX; 是 Hausdorff 的 人 VE A, XY, 是 Hausdorff 的 . 


AEA 
(2) X 连通 人 千 YV A4E€ A, X 连通 . 
(3) (Tychonoff 乘积 定理 ) XX 紧 致 和 VY A4€ A,X, 紧 致 . 
6.1.5 定 理 积 空间 XX 二 ] | X, 局 部 连通 所 YV XE A,X; 局 部 连通 昌 除 了 有 限 个 以 外 
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还 都 是 连通 的 ;将 其 中 的 局 部 连通 换 成 局 部 紧 结 论 仍然 成 立 . 
6. 1.6 定 理 ” 积 空间 X= 二 | |X; 是 第 一 (二 ) 可 数 的 售 Y ME 4,X 是 第 -一 (二 ) 可 数 的 
且 除 了 可 数 多 个 以 外 都 是 平凡 的 . 


6.1.7 定理 设 人 CX,， Oi) } en 是 度量 空间 的 可 数 族 , 则 vy 二 CX, NnEN, 二 (CY) nen 各 
XXX, 由 


< 一 Db ( SA 9 VY» ) 
p(T,yY) 一 2 
之 ] 了 了 ( TV ) 


所 定义 的 p: 居 XX 一 R 是 X= | | X, 的 度 景 , 且 由 ?诱导 的 拓扑 恰好 就 是 将 (Xp,)) ex 
视 为 拓扑 空间 族 时 的 积 拓扑 . 

6. 1.8 定 义 ” 设 六 ,Yi(4€ 4) 均 为 拓扑 空间 ,六 :和 X 一 YE A), 如 果 V x,yE 久 且 
Z 天 yAEA4st f(x) f(y), 则 称 映 射 族 {fi}ie 能 区 分 点 ;如 果 YW xE 守 以 及 不 包 
含 工 的 闭 集 C3 了 AE Ast (7) & 记 (C)， 则 称 {f1)ies 能 区 分 点 与 闭 集 . 

6.1.9 定 理 设 半 ,Yi(4€ A) 都 吓 拓 扑 空间 ,及 :XX 一 Yi, 邻 


f: x=[ly,, zr f(r)= (fx), 

则 

(1) /连续 会 V AE A， f 连续 . 

(2) ff 是 单 射 全 {ihes 能 区 分 点 . 

(3) 若 ! 广 ) ea 能 区 分 点 与 闭 集 , 则 了 : X->f(X) 是 开 映 射 . 

(4) 若 {fi)xe 能 区 分 点 ,又 能 区 分 点 与 闭 集 , 且 VY 4E 4, /; 都 连续 , 则 了: X-> | |Y; 为 
嵌入 

6.1. 10 定理 (Tychonoff 敌人 和 定理) 设 X 为 拓扑 空间 , 则 下 述 条 件 等 价 : 

(1) XX 是 Tychonoff 空间 (完全 正则 的 TT, 空间 ); 

(2) 区 能 岩 人 某 个 Tychonoff 方 体 ( 单 位 区 间 [0.1j 的 乘 害 [0,11 并 做 Tychonoff 方 
体 ); 

(3) XX 能 匀 入 某 个 紧 致 Hausdorff 空间 ，; 

(4) 和 能 嵌入 某 个 T 空间 (正规 的 T 空间 ). 


做 积 空间 的 问题 ,主要 应 注意 下 述 几 点 : 


(1) 积 空间 中 的 集合 (无 论 是 开 集 , 闭 集 或 其 它 形式 的 集合 ) 并 不 都 是 因子 空间 子 集 的 
乘积 . 


(2) 由 积 空间 到 因子 空间 的 投影 是 连续 的 开 上 映射, 一般 不 是 闭 映 射 ， 
(3) 每 个 因子 都 是 开 集 的 积 集 合 未 必 是 开 集 
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以 上 是 容易 产生 错误 的 一 些 关 节点 ,不 能 朴 忽 . 在 技巧 方面 如 同 有 限 积 一 样 , 要 善于 应 
用 定义 基 ( 或 子 基 ). 
6.1.1 设 Xi,Yi(4E A) 均 为 拓扑 空间 , 习 = 二 [X,Y = | |Y; 均 为 积 空间 , /; : X; 一 
ME 4 AEA 
Yi(4E A), 定义 
f : XY,， T= Traeat > fr) ) es: 
证 明 :了 连续 esY ME 4, 广 连续 . 


证 “<-” 首先 容易 验证 2 
m* f= f° ph 本 
其 中 Pr: 六 > TA: YY 一 了, 均 为 投影 . 记 nf x 
由 Y AE 4, 户 连续 , 即 得 V XE A J 
mo f= f° pa ~ 
连续 ,由 A6. 1. 2(2) 知 了 连续 . X— 


“二” [法 一 ] 设 G 开 于 十 , 则 由 连续 知 (x;*，f)"'(G) 开 于 
XX, 而 
pr fi 一 (CA pi) GC) = (mo f) GO), 
又 pa : XX 一 XX; 是 满 的 开 上 映射, 故 
fr (CG) = ppi fr (6G)) = pmo° f) 1(GO) 
开 于 Xi， 所 以 有 连续 . 
[法 二 ] 设 EX | Xi 中 收敛 于 TX 的 网 ， 
取 定 一 点 4 二 《apy) esEXs.t. aa 一 Ti 再 VY dED 取 x EX 使 p(x ) 二 ww ， 当 yA 时 ， 
pr《x ) 二 ay(Y 4d 为 常 值 ), 得 久 的 网 $= (x )sep, 于 是 
pi°é=6& 且 a € Limé. 
由 Tm。 的 连续 性 得 za)ELimnr 
由 于 m* f=" pa， 所 以 
fx) = fi pila) = mf l(a) 
ELimmf :EE=Limfir pr t= Limfié ， 
从 而 广 连 续 . 口 
注 这 一 道 题 正 是 B3. 3. 2 及 其 逆 命 题 的 推广 . 
6. 1.2 证 明 : 若 拓扑 空间 族 {《Xi,t)})ies 中 有 无 限 个 空间 不 是 紧 致 的 , 则 积 空 间 X 


一 |X 的 每 个 紧 致 子 集 C 的 内 部 C=0. 


证 假定 3 xEC, 则 存在 定义 基 的 元 |]Y( 其 中 入 & (4 入,…, 入 ) 时 了 二 XD) 使 


2EA 


zeE |1lYcc. 


EA 


RR 


由 于 vy A 和 人 ， 了 、 一 | Tc pC), 所 以 当 pe {ALs As s*"° ;A} 时 ,X= pi(C), 故 叉 ， 紧 
EA 


致 ,也 就 是 除了 有 限 个 外 所 有 的 因子 空间 都 是 紧 致 的 ,这 与 假设 矛盾 . 从 而 =2. 口 
6.1.3 设 (X,T) 为 拓扑 空间 ,A 名 ,VYV AGEGA,X 一 和 
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f:x>| |x=xX’, 
Tf(r)= rien 
其 中 V AE A, x 二 x. 证 明 f :XX 一 X* 是 嵌入 . 
证 易 见 f;:X 一 A(X) 是 一 一 的 . 因 V AE 4, pa*f 一 idx， 当 然 连续 . 所 以 由 A6. 1. 2(2) 
f/:X 一 X^ 连续 , 故 /:X 一 /(X) 也 连续 . 
再 证 f:X>f(X) 是 开 映 射 . 
设 G 为 XX 的 开 集 , 取 定 一 个 XE A, 则 
Pf OG) = idy (0G) = G, 
f(G) C pi'(G) NN AOX). 
又 若 yE pxr1(O) 人 fCX), 则 眉 XEXSs,t, y= 二 f(xX)E pxi'(G)， 从 而 


X= pf EG, 
即 y= f(r) € 7c). 
于 是 DID) NN fCX) CC FGO). 
故 f(G) = pr’ (0) NM) fCX). 
而 px'(G) 是 X“ 的 开 集 ,所 以 A(G) 是 f(X) 的 开 集 . 因此 f:X->f(X) 是 开 上 映射 ,从 而 是 同 
胚 ,也 就 是 f:X 一 X“ 是 内 人 ， 加 


注 当 A= 和 ,2) 时 , 便 有 FOX) 一 ix 一 (zyzylzEX} 是 XXX 的 对 角 线 . 这 一 题 的 结 
果 正 好 表明 和 与 XXX 的 对 角 线 idx 同 胚 ， 
6.1.4 证 明 :如 果 积 空间 和 = | 1X: 是 工 ,的 , 则 Y XE A,X; 都 是 工 的 ,举例 说 明 反 之 
未 必 . 
证 Y 4€4, 先 取 定 一 点 z= (zy) ,es€ 义 , 令 
. XX 一 4， 
{zx} KA 
风 |2; 同 胚 于 Xi. 由 于 工 ,是 遗传 性 质 ,也 是 拓扑 性 质 ,所 以 XX, 是 ,的 . 


AEA 


又 因 
Llz= Mp7 2), 


AGE 内 


而 Y wmE 4,Z, 闭 于 X,, 所 以 | | 2z. 闭 于 和 ,而 正规 性 对 雪子 空间 是 遗传 的 ,所 以 X, 是 正规 
JE 各 


反 过 来 ,已 知 Sorgenfrey 直线 Rs 是 T, 的 (B4. 1. 12(2)7， 当 然 是 工 , 的 . 但 是 我 们 可 以 
证 明 Rs X Rs(Sorgenfrey 平面 ) 不 是 正规 的 . 


事实 上 ,由 于 一 ((z, 一 z)|x ER) 是 Rs X Rs 的 离散 的 闭 子 空间 , 所 以 Y / € 
[0,1 了 ?都 连续 . 且 Card[0,1]? = (2%) 二 2 (其 中 c= 2%). 
假定 Rs X Rs 正规 , 则 每 个 7:D 一 [0,1] 都 能 连续 的 扩张 到 Rs X Rs 上 ,因此 由 Rs X 
Rs 到 [0,1] 的 连续 映射 至 少 为 2 个 ; 另 一 方面 , Rs X Rs 有 一 个 可 数 的 稠密 子 集 4 一 
(zoy) zsy € Q), 所 以 Rs X Rs 上 任何 一 个 连续 映射 由 子 空间 4 上 的 值 完全 确定 (B4.1. 
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5(2)), 而 由 A4 到 [0,1] 的 连续 映射 至 多 为 
Card[0,1] = (2so)s — 29% =- 5 
个 ,又 c 过 2 ,这 就 导致 予 盾 , 所 以 RsXRs 不 是 正规 的 . 吕 ] 


6.1.5 证 明 Hilbert 方 体 He 一 |[0, 二 J(B1. 2.14 及 注 ) 作为 Hilbert 空间 万 的 子 空 
间 与 可 数 无 限 个 [0,1] 的 积 空间 [0,1J* 同 胚 . 

证 只 需 证 如 c 的 子 空间 拓扑 ( 记 为 rs) 与 积 拓扑 5 相同 (7, 是 积 空 间 ] [[0, 十] 的 拓 
扑 ). 

首先 ,Y ispi: (HeisTs) 一 [0, 字 ] 连续 . 事实 上 ,V x = 《TriecN E 万 ,以 及 E>>0， 只 要 
y€ Hc 有 pn(r,y) < 之 e, 就 有 

[p(xz) — p= |zx my SRSo(r,y) < 
所 以 p; 连续 . 从 而 由 积 拓 扑 的 最 小 性 可 知 
T,C Ts 


现 设 GErs, rEG, 则 3e>0st BtrienEeCG 取 naENst > 证 二 与 
7 二 下 十 
令 B== | |Y;, 其 中 
i=1 


€ E 1 
一 CT 十 一 一 0,— ， 去 3 
tN ,ic 


[0, 地 ]， i>n. 
则 BEz,. 我 们 证 BCB，(z,e) 门 有 
V yEB, 显然 yE Hc, 又 


nn x 1 
pz = Dm y+ Dry)) 
i 二 | 下 


21t3 
所 以 BCB (rN HeCG, 于 是 GEr,, 即 有 
Ts C_ To 9 


从 而 rs 一 ro 


由 于 [0, 子 ] 与 [0,1] 同 胚 . 所 以 积 空间 丁 [[0, 十 ] 与 [0,1 六 也 同 胚 ,也 就 是 吾 ( 与 [0,1 
同 胚 口 
注 由 A.6.17 可 知 ,本 题 与 B1.6。15 异 曲 同 工 . 由 于 这 一 题 的 结论 ,也 就 回 过 头 来 验证 
了 B1.2.14 的 注 中 指出 的 Hc 中 序列 的 收 急 等 价 于 按 坐 标 收 义 。 
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6.1.6 证 明 可 数 多 个 拓扑 空间 的 积 空 间 XX 一 |X; 是 序列 紧 的 局 Y i,X; 是 序列 紧 
的 . 

证 ”必要 性 ,由 每 个 投影 都 是 连续 满 射 立即 可 得 . 更 证 充分 性 ， 

我 们 证 明 的 思路 是 对 积 空 间 中 任 给 的 序列 C(x"),en( 其 中 x= (x?)ien) 磊 次 考虑 由 坐标 
构成 的 序列 . 首先 考虑 由 第 1 个 坐标 构成 的 序列 有 收 伍 的 子 序列 ,接着 考虑 由 第 2 个 坐标 构成 
的 序列 中 那些 与 第 1 个 坐标 的 收 化 子 序列 的 项 对 应 的 项 组 成 的 子 序列 也 有 收 合 的 子 序 列 , 依 
此 类 推 下 去 ,然后 由 对 角 线 法则 ,挑选 原始 序列 的 子 序列 ,其 第 1 项 的 标号 等 于 第 1 坐标 收敛 
子 序列 的 第 1 项 的 标号 ,第 2 项 的 标号 等 于 第 2 坐标 收敛 子 序列 的 第 2 项 的 标号 ,依次 类 推 ,如 
此 挑选 出 的 (x,),en 的 子 序列 , 它 的 每 个 坐标 都 收敛 ,从 而 它 本 身 收敛 ,由 此 完成 证 明 . 现在 
的 问题 是 如 何 准确 明了 地 表达 这 个 思想 ,如 果 取 一 次 子 序列 就 加 一 个 下 标 , 这 个 办 法 显然 是 
不 合适 的 . 于 是 我 们 就 想到 借助 于 映射 . 

如 果 (yi)ien 是 (zx,),en 的 子 序列 ,其 充分 必要 的 条 件 是 存在 映射 上 :NN 使 

(1) VY iEN, y= Xx, 

(2) V i,jEN, i>jSh(D) LC)) 

成 立 . 现在 就 可 以 正式 证 明 如 下 了 : 
首先 XX, 的 序列 《x1),en 有 收敛 子 序 列 , 即 存在 严格 的 保 序 映 射 k,:N 一 N 使 
(Th), en > a € Xl, 
(用 "一 "表示 “ 收 化 于 ”). 
X: 的 序列 (zz ”en 有 收 敏 子 序 列 , 即 存在 严格 保 序 映射 已:N-> 司 (CN) ,使 
(Xp ycN -ao €E X,, 
由 归纳 法 可 知 YIEN(CD1) 存 在 严格 保 序 映 射 
AN 一 AICN) 
使 
xb) na EX,. 
现在 考察 (zx,),ex 的 子 序列 Cx"),en( 注 (nm) 的 值 正 是 第 个 坐标 序列 的 收 全 子 序列 的 第 
项 ,这 正 是 对 角 线 法 则 的 体现 ), 它 的 第 ;个 坐标 构成 的 序列 是 (zz <Nv, 排 列 起 来 就 是 : 
x1, EA Zh 0 ， TD ,ee 
由 于 (ND) 恬 i1(N) 必 各 1s 汪 … 且 保 序 ,所 以 上 述 第 i 个 航标 序列 除去 前 面 一 1 项 利 下 的 就 
构成 (zx?"”),en 的 子 序列 ， 而 序列 收敛 性 与 前 面 有 限 项 是 无 关 的 .由 归纳 构造 可 知人 (zy en 
a 所 以 Cr), cai 由 于 积 空间 中 序列 收敛 等 价 于 按 坐 标 收 伍 , 所 以 原始 序列 (zx),e、 
的 子 序列 (xz ”cs->a= 《qi)jen, 至 此 就 证 明了 和 是 序列 紧 的 ， 口 

6.1.7 设 ((X,,P,)),en 是 度量 空间 的 可 数 族 ,p 为 A6.1.7 中 定义 的 X 上 的 度量 . 证 
明 ; 

(1) 如 果 V EN, Xp) 都 完备 ， 则 (X,o) 也 完备 ， 

(2) 如 果 V nEN,《X,,p,) 都 全 有 界 , 则 (外 ,p) 也 全 有 界 . 

证 (1) 设 (zx"),en 为 基 中 的 Cauchy 序列 ,其 中 ,x = 《rf) en. 
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对 某 个 固定 的 kEN, Ye>0, 3 no EN s,t， 当 m,n 之 mo 时 ， 
p(x" ,7X") 一 之 .2 村 记 (有 
€ 

< ZAI 
从 而 可 以 推出 pC,z?) 之 e， 即 4x2) ,en 是 XC 中 的 Cauchy 序列 .由 X 的 完备 性 可 知 它 收敛 
于 某 个 TiE XL 

对 每 个 上 都 如 此 做 ,由 于 PP 诱导 的 拓扑 就 是 积 拓 扑 , 所 以 工 二 《ze wen 就 是 (7"),es 的 极 
限 .于 是 站 完备 . 

(2) VY 80， 习 NnoEN s.t， > 2 <min(1,3} . XYiE 11,2,° ,nN0}, 存在 有 限 子 集 


5 一 a0 十 1 
F,CX; 使 
XxX; = UB,(z,e/2). 
取 定 一 点 4 二 (ai)jen€ 站, 令 
一 下 i 入 :710， 
F= E;, 其 中 E; 一 | 
[ll a} 1> nm. 
则 FA 有 限 . 
任 取 y= (yi)ien€EX, 
V jE€ {1,2,°,n0}, 3 Xj€EF;s.t. P(x» Yj) ef/2. 
取 T= (Xi To "Ti? Can0+1， Crof+2， "sai, "EF 于 是 


oo i Pi (Xi yi) ~ i P; Ti» Y;) 
px) 一 之/2 1 二 2 Te 


< 22 py) 十 > 2 一 
; € 3 [3 € 
<( 2.2 人 小豆 十 到 区 羡 十 去 一 
所 以 
XxX = YBe(r,e). 
从 而 六 是 全 有 界 的 口 

注 由 这 一 道 题 的 结论 可 知 , 对 于 度量 空间 的 可 数 族 的 积 空间 而 言 , 可 以 不 用 
Tychonoff 乘 积 定 理 , 直 接 证 明 ; 如 果 可 数 个 度量 空间 (XX,p,)(nEN) 都 是 紧 致 的 ,那么 (X， 
Pp) 也 紧 致 .这 是 因为 每 个 (X,,p,) 都 是 完备 的 ,全 有 界 的 ,所 以 (X,p) 也 是 完备 的 ,全 有 界 的 ， 
从 而 紧 致 .这 个 证 明 的 全 过 程 都 用 不 到 选择 公理 . 

由 于 这 道 题 , 我 们 立即 可 知 Frechet 空间 (B1. 2. 13) 是 完备 的 . 当然 它 作 为 可 数 无 限 个 
的 积 空间 (拓扑 乘积 ), 还 可 以 由 A 中 所 列 的 有 关 积 空间 的 定理 直接 可 得 其 它 的 有 关 性 
质 . 诸如 连通 性 ,第 二 可 数 (等 价 于 可 分 ?性 等 ， 

6.1.8 (1) 证 明 ; 当 0<<CardA 志 2 时 , 积 空间 XX 二 | |X 可 分 OY 4€ 4, X; 可 分 . 

aA€EA 
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(2) 举例 说 明 当 Card4 盖 2 时 ,充分 性 未 必 成 立 . 

证 (1)“=>” 由 于 投影 连续 , 故 对 任意 基数 都 成 立 . 

“二” 第 1 步 .在 自然 数 集 N 上 取 离 散 拓扑 ,{(0,1) 也 取 离 散 拓扑 , 则 积 空间 了 三 {0, 1 和 
是 Hausdorff 的 , 且 CardT 二 2*% 渤 CardA. 不 妨 假设 4CT 且 作 为 人 的 子 空间 . 现 证 N4 可 
分 . 

记 了 的 定义 基 为 有 到 , 易 见 多 可 数 , 令 

一 (DC Hi UN U,),= 2, k EN), 

则 .er 可 数 , 再 令 4CN 为 满足 下 述 条 件 的 /EN 的 集合 : 

3 (CssaE-e st 了 在 每 个 内 上 以 及 在 4 一 UU; 上 取 常 值 . 
则 Card 4 安江 兴 o 一 从 我 们 证 明 4 二 N"“. 


设 yEN4, B 二 间 pi1(G,) 是 N' 的 定义 基 中 包含 y 的 任 一 成 员 ,其 中 p,:N"~N, =-N 为 
投影 ,每 个 CCN,， 也 开 于 N. 
现在 V isA, 内 一 记 (>)EC 
不 妨 假定 ; 关 j 时 ,入 关 罗 (否则 在 B 的 表达 式 中 ,可 以 将 此 两 项 合并 成 一 项 ). 因 人 是 
Hausdorff 的 , 故 存 在 人 (Ce 使 Y i 志 k, EU 定义 gEN* 如 下 : 
WH 当 3i 人 ks.t, 4E UU; 时 ,， 
#0 作 当 X€ A 一 UU, 时 
显然 gE A 门 B, 即 4 B 天 好 .所 以 yE4. 于 是 A=N“. 
第 2 步 YAE4, 由 假设 允 有 可 数 稠密 子 集 4 我 们 证 明 | [44 作为 美的 子 空 间 是 可 
AGE 入 
分 的 . 
由 于 每 个 4, 可 数 , 故 V XE A 3 满 射 /1:N 一 A. 因 N 取 离散 拓扑 , 故 每 个 /, 连续 . 令 
Ff:N >a, Grea fir) 
由 B6. 1. 1 知 了 连续 . 由 于 每 个 f; 是 满 的 ,所 以 f 也 是 满 的 ,由 第 1 步 已 得 N4 可 分 ,所 以 
[14; 可 分 . 
第 3 步 ”证 和 可 分 . 
由 第 2 步 ,可 设 D 是 | | 4; 的 可 数 的 稠密 子 集 . 于 是 


CxD) N (Tl4) = THA: 


所 以 
[lA; CC CD, 
AEAh 
故 有 
AEA AhE 和 AGE 4 
从 而 


CliD 一 XX. 
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即 X 可 分 . 
(2) 在 N 上 取 离 散 拓 扑 ,4 为 指标 集 且 Card4>2s, VY XE Ah 令 和 N=N, 则 积 空间 X= 
] IN = N 不 可 分 . 


AE A 

假定 基 有 证 数 稠密 子 集 D,V 4X,xE A,DN 站 pi'((1)) 与 DN 站 pi'((1})) 都 是 子 空间 也 的 

既 开 又 闭 的 子 集 . 且 当 1 天 六 时 ,它们 不 相交 .定义 映 8: 4->:2(CD) 为 Y AE 4， 
4) = DN pr Cl). 
则 ?是 单 射 , 所 以 CardA 志 Card 多 (D) 二 2™…，, 与 假设 矛盾 . 从 而 证 明了 XX 不可分， 口 

6.1.9 证 明 积 空间 7 是 紧 致 的 但 不 是 序列 紧 的 ,其 中 1=[0,11. | 

证 ”由 于 了 紧 致 ,， 故 由 Tychonoff 乘积 定理 ,7 也 紧 致 . 

YnEN, 定义 mE1( 即 a,:1-> 了 ) 为 

VY rE1, a,(X)=x 的 二 进 制 表示 式 中 第 nn 个 数字 . 
(我 们 约定 , 当 展开 式 出 现 循 环 时 , 除 0 外 一 律 采用 1 循环 ,不 用 0 循环 ). 

现 假定 了 的 序列 (a,),ex 有 收 化 的 子 序列 (a,);es， 其 极限 为 a. 由 于 积 空间 中 序列 收 印 
是 按 坐 标 收 敛 的 (A6.1.3), 所 以 V xE7T, 了 中 的 序列 (a (x))jen>a(z). 

如 果 取 zxE7 使 
0 当 i 为 奇数 时 ， 

1 当 i 为 偶数 时 . 

即 二 的 二 进 制 展开 式 中 第 六 个 数字 , 当 i 为 奇数 时 等 于 0, 当 i 为 偶数 时 等 于 1. 这 样 的 .x 当 
然 是 存在 的 . 于 是 对 于 如 此 选取 的 x, 序列 (a, (zx))ien 在 J 中 是 不 收敛 的 , 便 得 一 逆 盾 . 因此 
证 明了 了 不 是 序列 紧 的 . 口 j 

注 这 个 例子 表明 , 

(1) 序列 紧 性 未 必 能 被 乘积 保持 (I 是 序列 紧 的 ,但 了 不 是 序列 紧 的 ). 

(2) 紧 致 (或 可 数 紧 ) 的 拓扑 空间 未 必 是 序列 紧 的 . 

(3) 在 拓扑 空间 中 一 个 序列 有 接触 点 (1 是 紧 致 的 ,所 以 1 的 每 个 网 都 有 接触 点 ,序列 
是 网 的 特例 ,所 以 了’ 的 每 个 序列 都 有 接触 点 ) ,未 必 有 收敛 的 子 序列 . 

6. 1.10 ”证明 积 空间 [0,0) XI 是 可 数 紧 的 , 非 可 分 的 , 非 Lindelof 的 , 非 序 列 紧 的 ,从 
而 不 是 第 一 可 数 的 . 

证 由 B5.5.14 知 [0,0) 是 序列 紧 的 ,又 了 是 紧 致 的 ,当然 是 可 数 紧 的 ,由 C4. 3.11 知 
[0,0) XI 是 可 数 紧 的 , 由 于 [0, 人 2) 不 是 可 分 的 (Bl1. 5. 8) ,不 是 Lindeiof 的 (B5. 5.14), 7' 不 
是 序列 紧 的 ,所 以 [0, 人 2) XI 既 不 是 可 分 的 ,不 是 Lindelof 的 ,也 不 是 序列 紧 的 . 由 于 [0,02) 
XI' 是 可 数 紧 而 非 序列 紧 ,所 以 [0,Q2) XT 不 是 第 一 可 数 的 . 训 ] 

注 [0,92)X 关 的 闭 扩张 (B1.4.1) 不 是 Liudelof 的 ,不 是 第 一 可 数 的 , 却 是 可 分 的 . 

6.1.11 可 数 多 个 及 的 乘客 有 习惯 上 记 为 R", 令 

%= {TIGv i, 6; 于 EF'), 
i€EN 
则 由 区 为 基 可 生成 R* 的 拓扑 , 记 为 mm， 叫做 R” 的 箱 拓 扑 , 证 明 
(1)《〈R" ,my 不 连通 ， 
(2) 7" 二 TXTX… XIX…, 作 为 (R",zt,) 的 子 空 间 不 具有 B 一 W 性质, 从 而 不 是 紧 致 的 ， 
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au (7) = 


其 中 [==[0,1]. 

证 (1) 令 B 为 R 的 所 有 有 界 序列 构成 的 R* 的 子 集 ,V x= (rx)jenw€EB, 3 AM >0， 
st YiEN, AM 令 J==( 一 M,,M,), 便 有 xEJ"CB. 而 JE: 萎 ,所 以 B 为 (R* ,Tt) 
的 开 集 . 

如 果 zxER”--B， 则 

1 St， |x | 全 1， 
Ii, st. Pa>n 且 |z,|>2, 


由 归纳 法 ,一 般 地 . 
习 Ts S. t. ii>iil 且 [x [>k. 
现 按 下 述 规 则 选取 J;: 
(0) 如 果 之 0, 取 沁 一 (十 co); 
(ii) 如 果 zz 过 0, 取 必 一 (一 co 一 人 ); 
(ii) Yi 多 二 i204 )， 取 ;为 任 一 包含 xi 的 开 区 间 . 于 是 
zE ||lJcR—B. 
TEN 
所 以 R*" 一 BEz, 即 B 也 是 CR*.r,) 的 闭 集 . 所 以 <R*,Tt) 不 连通 . 
(2) 令 4 一 (人 一 (JeNlaEN)， 其 中 T= 人 ， 即 当 i 二 n 时 为 1， 1 天 7 时 为 0， 也 就 是 点 
x 的 第 nr 个 坐标 为 1, 其 余 坐 标 丝 为 0, 显 然 4 是 无 限 集 .我 们 证 4 无 聚 点 . 
我 们 对 R" 的 点 += 《zxi)jen 分 下 述 情 况 进行 考察 : 
(i) 若 了 > 和 10, 1 令 es=minf|z|， |x 一 11), Gj 二 (zj 一 EyXj 十 6，Y i1 关 j 任 取 G; 为 
包含 勾 的 开 区 间 , 则 有 -2 llGe 3 reEB, 有 BNA=Y, 故 + 仿 AA. 
Gi) 如 果 了 了 和 关 Ast zj) 二 二 1,， 则 令 Gj 二 Gi 二 (0,2),， YE 4, 上 时, 任 取 G; 为 
包含 x 的 开 区 间 , 则 x 的 邻 域 宇 = |G 与 4 不 相交 ,所 以 了 & A'. 
i€EN 
(这 ) 如 果 仅 有 zi 二 1， 其 余 的 zx; = 二 0G 关 让 . 则 令 G = (0,2), Yi 天 jG 二 (~ 1， 
1), 就 得 工 的 邻 域 | [GG 与 4 一 {x} 不 相交 , 故 也 有 xz 各 A 
TEN 
(Gv) 最 后 剩 下 z = (0,0,…,0,…) 的 情形 , 则 的 邻 域 (一 1,1)" 与 4 不 相交 , 孝 还 是 有 
7 入 4 ， 
总 之 ,无 论 如 何 总 有 > 所 4, 即 4 无 聚 点 . 因此 <R"*,rt) 不 具有 B 一 W 性 质 ， 国 
6.1.12 设 {《Xist))ie 4 为 一 族 拓扑 空间 ,我 们 假定 Card4 之 从 令 
%= (人 cy rh,G En) 
AEA 


以 , 奴 为 基 可 生成 区 = | |X 上 的 一 个 拓扑 , 记 作 rz， 叫做 和 上 的 箱 拓扑 . 试问 :在 箱 拓扑 空 


间 中 一 个 网 二 收 伍 于 一 点 xEX, 是 否 等 价 于 按 坐 标 收敛 于 x? 
解 ” 易 见 箱 拓 扑 大 于 积 拓扑 ,所 以 对 箱 拓扑 而 言 , 每 个 投影 p,:X 一 X; 也 是 连续 的 , 因 
此 当 # 收 敏 于 工时 , 必 有 V 4, Pp。 收敛 于 户 (z)， 也 就 是 二 若 收 仿 ， 则 关 也 是 按 坐 标 收 敛 
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的 .但 反 过 来 ,如 果 按 坐标 收敛 , 则 # 未 必 收 化. 
我 们 考察 箱 拓扑 空间 (R“",m) 中 的 网 &:N 一 R*. 


VnEN, sc) 一 (一 1 


i ,5 “0 zp ss 


pr § = (pA en = (Ti) en 0, 
即 é 是 按 华 标 收 敛 的 ,但 (0,0,…,0,…) 却 不 是 的 极限 点 . 事实 上 ,对 于 包含 《0,0,….,0， 
…》 的 箱 拓 扑 的 基 . 帮 中 的 元 素 
= |||— 
iEN 
YnEN, 总 3 i EN,s.t. in, 则 疡 > 十 六 即 六 ， 从 而 po 一 站 -和 (一 三 , 访 ). 


于 是 6(n) 多 B. 而 B 是 人 0,0,…,0,… .的 令 城 .所 以 人 0,.. ,0 …) 不 是 的 极限 点 . 站 
6. 1. 13 我 们 记忆 为 可 数 个 到 的 积 空间 ,R" 为 条 折扣 空间 (Re 
fiE >E, thrf()= t,t EE, 
g:E>R’, ttrg(t)= (tt t, 0)ER’. 


| 
:2 9 


1 


证 明 了 连续 而 g 不 连续 . 
证 (1) YIEGN, 户 。j 一 过 ma 是 连续 的 , 故 由 人 A6.1,.2(2) 得 上 连续 ， 
(2) 对 于 g&， 取 箱 拓 扑 的 基 .多 中 的 成 员 
-1 1 1 
s= 1 i ， 
我 们 证 明 B 的 原 像 a。 '(B) 不 是 E' 的 开 集 . 
如 果 g “(8B8) 是 户 的 开 集 ,由 于 0E€E gg"1(B), 故 3 e>>0 st (一 ge,e)Cg 1(B), 于 是 
g((— ee,€)) CBE. 
所 以 V iEN， (一 ee)C( 一 地 ,地 ), 这 是 不 可 能 的 . 所 以 g-1(B) 不 是 到 的 开 集 ,从 而 g 不 
连续 . 
注 上 述 三 道 题 揭 示 了 箱 拓扑 与 积 拓扑 的 相 异 之 处 ,这 也 正 反 映 了 箱 拓 扑 的 诸多 癣 端 ， 
尽管 箱 拓扑 也 是 有 限 的 乘积 拓扑 的 一 种 推广 , 且 看 来 比 Tychonoff 拓扑 更 加 自然 .历史 上 也 


曾经 把 它 当 作 积 拓 扩 看待, 但 是 它 所 具有 的 诸多 星 端 是 不 能 令 人 满意 的 ,所 以 后 来 它 就 让 位 
给 Tychonoff 拓 扑 了 ， 


(二 ) 常见 错误 分 析 
6.1.14 证 明 积 空间 X = |] |X; 正则 后 Y 4E€ A,X; 都 正则 . 
试 分 析 下 述 证 明 中 的 错误 御 在: 


(1) 必要 性 部 分 
V hEA, TA EX, 灵 , 闭 于 县 Ti CP, 则 加 《了 ) 闭 于 X. 取 y= (ye ns 其 中 
Vs 则 ypi (Fs ). 由 大 的 正则 性 ,存在 U,V 为 定义 基 的 成 员 ,使 yEU, pi (Fi)CT 
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V， 且 UNV= 多 ,所 以 x EPU), FiCps(V), 显然 py(U), PV) 都 开 于 X, 且 由 世人 
二 包 , 易 证 py (UV) 们 ps(V) 二 多 ,这 就 证 明了 X、 是 正则 的 . 
(2) 充分 性 部 分 
[法 一 ] 设 z 一 (revEX, 玉 闭 于 和 且 x 忆 于 是 3 jEAs.t. Tope(F). 由 XX， 
正则 ,存在 U,V 开 于 XX 使 x,EU,, pAF)CV,, 上 且 1 站 = 好 ,从 而 应 CD ,py (Vi) 
开 于 镀 , 日 xzEpIUD FFCpI op 站 tr 一 人 .所 以 X 是 正则 的 . 


[法 一] 设 za) uvEX,U 为 包含 x 的 开 集 , 则 VY AEA, 居 E 户 (UD)- ti。 由 于 
Xa 正则 , 故 存在 开 集 Va. 使 TEVICVCU. 令 V 一 ] ? 则 


ME 人 
x ETyrC7F= [lVclIt=U 
AGE 在 MAE 和 
所 以 和 是 正则 的 ， 
分 析 (1) 必要 性 部 分 
这 个 证 明 看 来 没有 什么 问题 ,但 仔细 一 点 就 会 发 现 对 于 y 和 不 包含 y 的 闭 集 pa (下 )， 
由 久 的 正则 性 只 能 断言 存在 X 的 不 相交 的 开 集 U,V 使 yEU, pi'(F;)CV, 其 中 UU 是 包 
含 点 y 的 开 集 , 所 以 可 取 己 为 定义 基 的 元 . 而 V 是 包含 一 个 闭 集 的 开 集 ,就 未 必 有 定义 基 的 
元 V' 使 
po, (FI)CV CCV, 
所 以 V 不 能 用 定义 基 的 元 替代 ,从 而 就 不 能 断言 投影 后 仍 不 相交 . 
(2) 充分 性 部 分 
对 [法 一 ] 看 来 似乎 也 没有 什么 错误 ,仔细 一 点 就 会 发 现 :由 于 投影 不 必 为 闭 映射 ,所 以 
ps( 太 ) 不 必 闭 于 X。 这 一 段 证 明 中 的 错误 就 在 于 误 认 为 pA(F) 也 是 X, 的 闭 集 或 者 根本 就 忘 
记 了 “ 闭 ”" 这 个 条 件 . 
对 -法 二 ] 两 处 有 误 , 其 一 ,U 天 [ew), 一 般 地 UU CC 局 户 CC) , 正 因为 这 个 缘故 ,所 
以 常常 要 用 定义 基 的 元 素来 替代 一 般 的 开 集 进行 讨论 . 其 二 ,Y 未 必 是 开 集 . 
正确 的 证 明 如 下 : 
(1) 必要 性 YAEA4, 取 定 一 点 工 一 (ri)hieaEXX， 作 ] 1, 其 中 当 》 一 “时 ,2 一 
X 4 天 A 时 ,Zi 二 {zy} ,那么 | | 2 与 和 同 胚 . 由 于 正则 性 是 遗传 性 质 与 拓扑 性 质 , 故 由 


EA 

六 的 正则 性 , 即 得 因子 空间 X, 的 正则 性 . 

(2》 充 分 性 VY xzEX 以 及 x 在 XX 中 的 开 邻 域 U， 存在 定义 基 中 的 元 ] | Y( 此 处 体现 了 

AE A 
由 一 般 的 开 集 转化 为 定义 基 的 元 进行 讨论 ), 使 
z€ Tc， 
AEA 

其 中 人 各 和 A139A2 02} 和 时, 了 二 XX 

vy A, TEY,， 且 Y€Er,, 由 XX 的 正则 性 ,存在 Vi 开 于 X, 使 

2 所 Vy CC 有 C Yi, 
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当 4 多 ,和 ,A} 时 , 取 六 二 X, 则 ] | 开 于 X( 注 意 ,这 个 乘积 恰好 是 定义 基 的 一 
个 成 员 故 为 开 集 . 这 是 我 们 利用 了 定义 基 的 元 ] | 丈 的 结果 ,与 前 面 错误 证 明 [ 法 二 ] 中 所 作 
的 V 不 一 样 ), 且 


-elvcTIr= Tm eT cv. 
人 GE A XE AEA AEA 


所 以 X 正则 . 吕 
6.1.15 证 明 积 空间 X = | |X; 完全 正则 会 Y AE 4,，X 完全 正则 . 
AGE 4 


试 分 析 下 述 证 明 错 在 何 处 : 
(1) ”必要 性 VYV XE A 任 取 x EE 义 , F, 为 X, 中 不 包含 的 闲 集 , 则 玉 二 [|F; 为 X 


中 不 包含 z= 二 《zxx)ie4 的 闭 集 , 由 XX 完 全 正则 ,存在 连续 映射 f:X 一 [0,1j] 使 f(x) 二 0， 
f(F) CC (1). 由 于 pp 是 开 映 射 , 故 pi' 连续 , 令 
= f° pil:X—> [0,1], 
则 及 连 续 , 目 访 (x)= 二 (xz) 二 0， 及 (FF)= 二 fA(F)CI1). 所 以 区; 完全 正则 . 
(2) 充分 性 [法 一 ] 设 z=(zra)iciEX,， 尺 为 和 中 不 包含 工 的 闭 集 , 则 村 :EAs.t. 
Xp 多 下, 二 pu(F)， 由 X 完全 正则 ,存在 连续 映 f,:X,~>[0,1] 使 
f (xy) 一 0， fAF,) CC {1}. 
令 f=f,。pn， 则 连续 , 且 
f(r) = f(x,) = 0, 
fF) = f pF) = fAF,) CC {1}. 
所 以 天 完全 正则 ，. 
[法 二 ] 任 取 x= (x)yea EE 外 以 及 不 含 工 的 闭 集 [ 上 ,其 中 本 闭 干 XX 则 3 EA 
AEA 


s.t. Xp 区 FF 故 存在 f:X, 一 [0,1j 连续 使 
Cr) = 0, ACE CT {1}. 
如 同 [ 法 一 ] 中 那样 令 /一 f,。p,， 即 合 要 求 . 

分 析 

(1) ”必要 性 部 分 错误 之 一 是 错 把 pr' 当 作 映 射 了 . 另 一 错误 是 如 :zi) 不 应 等 于 rr， 
Px"' (Fi) 不 应 等 于 .这 都 是 把 pr' 当成 pi 的 道 映射 而 产生 的 错误 . 

(2) 充分 性 部 分 “对 于 [法 一 ]， 把 p,( 下 ) 误 认为 X, 的 闭 集 了 . 对 于 [法 二 ]， 忽略 了 
完全 正则 性 条 件 中 的 闭 集 应 是 任意 的 , 积 空 间 中 任意 的 闭 集 就 未 必 是 因子 空间 闭 集 的 乘积 
了 . 

现 将 正确 证 明令 述 如 下 : 

必要 性 与 B6. 1. 14 完 全 一 样 , 只 要 把 正则 换 成 完全 正则 就 可 以 了 . 

现 证 充分 性 .我 们 需要 利用 定义 积 拓 扑 的 子 基 2 ,以 及 A4.2.2 的 定理 . 要 验证 Y xrEX 
以 及 包含 了 的 SE2 ,存在 连续 映射 AF:X-[0,1] 使 

f(x) = 0， f(ES) CC (1). 
我 们 假定 S=pi'(G0), GiEt. 由 于 二 px(X)EGa, 而 X 完全 正则 ,所 以 存在 户 :Xi 一 
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Lo,.1j 连续 且 使 
fC) 一 0., (GCC (- (1}. 


f= fpi:X-> [0,1]. 
则 了 连续 . 且 
f(z7) = fi(x) = 0， 
又 Y yEFES, y=pr(y) EG 故 
f(y) = fi ply) = f(y) = 1, 
所 以 
f(8S) C {1). 
从 而 证 明了 和 完全 正则 . 口 
6.1.16 证 明 可 数 多 个 拓扑 空间 的 积 空间 和 = ] 1X%, 是 可 分 的 3Y iEN,X, 可 分 . 
i€ 
试 分 析 下 述 证 明 错 在 何 处 . 
必要 性 是 显然 的 ,只 需 证 充分 性 . 
V iEN, 由 于 总 可 分 , 故 存在 可 数 的 稠密 子 集 4,, 令 4 一 ] | 4, 则 4 可 数 且 
a-TI4- [la 
TEN "EN TEN 
故 X 可 分 . 
分 析 : 可 数 多 个 可 数 集 之 并 是 可 数 的 ,有 限 多 个 可 数 集 的 笛 卡 儿 积 是 可 数 的 ,但 可 数 多 
个 可 数 集 的 笛 卡 儿 积 就 未 必 可 数 了 ,因为 
2 > 
所 以 上 述 证 明 的 错误 在 于 错 把 4 当成 可 数 集 了 . 
错误 并 不 一 定 是 坏事 , 它 往往 是 正确 的 先导 ,我 们 从 中 得 到 启发 ,-- 方 面 要 考虑 到 可 数 
性 ,就 只 能 考虑 有 限 的 简 卡 儿 积 , 即 让 有 限 多 个 坐标 在 相应 的 A, 中 任意 变动 ,无 限 多 个 要 让 
它 固定 下 来 . 另 一 方面 ,要 考虑 到 稠密 性 ,于 是 在 相应 的 4 中 变动 的 这 “有 限 ” 多 个 坐标 ,不 
能 固定 某 个 有 限 值 ,而 要 考虑 一 切 可 能 的 有 限 值 . 基于 这 两 方面 的 考虑 得 出 正确 的 证 明 如 
下 : 
取 定 一 点 c= 二 《cj),AnEX, 令 
Di= {ren E XiSENH,X EE A,i>kWH = 0c}, 
则 Di 可 数 , 令 DD= 以 Di 则 吕 可 数 . 
下 面 证 明 D=X. 
V rEX 以 及 包含 x 的 定义 基 的 元 | |Y, 其 中 i 污 k 时 ,Y; =X. 由 于 丽 二 X,(Y 门 , 故 
iEN 
YN 4 天 2， 当 i 过 时 , 取 y EY 由 4, 当 i 之 k 时 取 y 二 c, 则 
CY yas Ys Cris Cit2r"") EE CT 1Y) ND. 


TEN 


所 以 ([|Y) nD 关 .从 而 + ED, 即 DD 是 X 的 可 数 稠密 子 集 .X 是 可 分 的 . L 
TEN 


注 事实 上 ,这 道 题 是 B6. 1.8 的 特例 . 由 于 是 可 数 个 空间 的 乘积 ,所 以 比 B6. 1. 8 要 简 
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单 


现 将 各 种 性 质 是 否 能 被 乘积 保持 的 结果 总 结 成 下 表 
训 6.1.1 


表 中 C, ,C, 分 别 表示 第 一 ,第 二 可 数 性 ,“ 十 ”号 表示 能 被 相应 的 乘积 保持 ,“ 一 ”表示 
不 能 被 相应 的 乘积 保持 . i 表示 下 述 第 i 个 反例 . 没有 列 出 反例 的 都 可 由 相应 定理 的 充 要 条 
件 得 到 . 

1 不 可 分 ,其 中 4 不 可 数 ,N 为 离散 空间 (B6. 1.8) . 

2 了 Rs x Rs， 

3 也， 

4 Novak 空间 ( 见 L5]) . 


C 练习 题 


6.1.1 设 X 一 |X 为 积 空间 ,Y XE 4，2 为 (Xiymy 的 子 基 , 证明; ”= 
{p71(SD1X4E 4,S1 E€ 20) 也 是 积 拓扑 的 一 个 子 基 . 
6.1.2 设 匀 = 二]X; 为 积 空间 ,44CCX 且 A 隆 名 (VYV AE 4), 记 4= | 上 [41. 证 明 : 
AGE 入 


A€EA 


A 作为 卫 的 子 空间 时 的 拓扑 ,与 4 作为 诸 和 的 子 空间 44 的 积 空间 时 的 积 拓 扑 相 同 . 
6. 1.3 设 久 二] 上 X; 为 积 空间 ,4 CA 且 如 天 好 定 义 
如 :大 一 ] [x 


AE 4 
为 Yz= 人 (zyieaEX, xxz) 一 (za)iea' 证 明 z 为 连续 的 , 开 的 满 映 射 , 
6.1.4 设 式 为 非 空 集 合 ,{(7m) jeas 是 一 族 拓扑 空间 , 太 : 生 一 ZiCY AE 4) 证 明 : 
(1) XX 上 有 一 个 使 每 个 ;都 连续 的 最 小 拓扑 ， 
(2) 由 任 一 拓扑 空间 2 到 〈X,r) 的 映射 
8:Z 一 X 连续 全 YAE4 f° g:Z 一 了 都 连续 . 

(3) 由 f(x) 二 《f(x))ies 定义 的 映射 

f:X— [|]Y. 


MEA4 
是 连续 的 ,是 VGEr, fAG) 开 于 f(X). 
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6.1.5 设 X 为 非 空 集合 ,，{(Y;,t)} 为 拓扑 空间 族 , 有 :XX 一 了 i(V 4E€ 4)， 令 z 为 和 上 
由 
gS = (CGIME A,GEn) 
为 子 基 生成 的 拓扑 ,证 明 : 
(1) 如 果 (X,r) 是 To 的 ,那么 VzryEX 有 7 天 y 习 廊 st fi(7) f(y). 
(2) 如 果 (X,r) 是 T 的 ,那么 映射 


e:XY— TY;; XI el(x) = (fi(x)) en 


a€EA 


是 一 个 嵌入 . 
6.1.6 设 X= 二 []X; 为 积 空间 ,如 果 有 无 限 多 个 X; 不 连通 ,C 为 X 的 连通 子 集 , 则 C = 
A€EA 


.如果 将 条 件 中 前 后 两 个 “连通 ”的 词语 换 成 ;可 数 紧 ,Lindelof, 可 分 ,第 一 (二 ) 可 数 ,道路 
连通 ,局 部 连通 ,局 部 道路 连通 ,局 部 紧 , 则 都 有 C = 2. 
6.1.7 设 {(Xnm))ics 为 拓扑 空间 族 , 如 果 积 集合 X = TTX:(4 尖 他) 上 的 拓扑 z 满 
AE 人 


足 条 件 
t Cr 
其 距 , 为 积 拓扑 ,mm 为 箱 拓扑 . 证 明 : 
(1)Y AE A, pi:(X,T) -> (Xi,T) 是 连续 的 开 上 映射 . 
(2) 如 果 YA，A; CX;, 则 


L194;= .114;. 
A€A A€EA 


6.1.8 设 4={((r)enER" IJiENs.t Vn>i, x 一 0}, 求 4 分 别 在 积 空 间 E 
以 及 箱 拓 扑 空 间 (R“,m， 中 的 闭 包 . 


》6.2 商 空间 与 商 映 射 


A 内 容 提要 


6. 2. 1 定义 设 (X,r) 为 拓扑 空间 ,> 为 筷 上 的 等 价 关 系 ，9:X- 一 X/r， zh[z]， 以 x 为 

代表 的 等 价 类 , 称 为 自然 映射 , 则 
2 一 (CCXyrlo-CG ) Er) 

是 X/r 上 的 拓扑 , 称 之 为 商 拓扑 ,(Xr,2 > 就 叫做 和 的 (mod >) 商 空间 . 

6.2.2 定 义 设 (X,rx),(7,rr) 都 是 拓扑 空间 ,如 果 FX->Y 为 满 射 , 且 

G E NO!G) € rx, 

则 称 为 商 映射 , 即 ry 是 使 f 为 连续 的 最 大 拓扑 . 

6. 2. 3 定理 (1) 车 (天 /7r,.) 是 (XX,T) 的 商 空间 , 则 自然 映射 gq:XX 一 XX/r 是 商 映射 . 称 
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之 为 自然 商 映射 . 
(2) 如 果 (X,rx?,Ysrr) 为 拓扑 空间 ,三 X-Y 为 商 映 射 ， 


1(f) (rr E XX XIfr) = f(x)}, 

则 商 空 间 X/r( 让 与 Y 同 且 . 称 /r( 让 为 Y yEY 在 基 中 粘 合 广 '({y}) 为 一 点 所 得 的 商 空 
间 . 

6. 2. 4 定理 (1) 设 /:X->Y 为 连续 的 满 的 开 上 映射 (或 闭 映 射 ), 则 f 是 商 映 射 . 

(2) 设 针 为 紧 致 空间 ,Y 为 Hausdorff 空间 ,f/:X->Y 为 连续 满 射 , 则 了 为 商 映 射 ， 从 而 
/rr( 六 与 了 同上 是 ， 

6. 2. 5 定理 设 X 是 局 部 连通 (局 部 道路 连通 空间 , 则 商 空间 X/r 也 局 部 连通 (局 部 道 
路 连通 ). 

6. 2. 6 定理 若 商 空间 X/r 是 Hausdorff 的 , 则 -是 积 空 间 的 闭 集 ; 反 之 ,若是 积 空间 
的 闭 集 , 且 g:X>X/r 是 开 上 映射 , 则 XX/r 是 Hausdorff 的 ， 


B 例题 


6.2.1 在 锯 的 子 空间 六 = 包 一 {0O} 上 定义 一 个 等 价 关系 ， 
= {(r,y EXXXIIL>O0, st. = ty), 
证 明 商 空间 X/r 与 启 的 子 空间 S 同 胚 . 
证 定义 fi 一 10} 一 5 为 V XEE’ 一 110) 
/DT 


则 六 为 连续 满 射 且 r=rC 有 站， 现 只 需 证 上 为 商 上 映射 ， 

现 设 GCS!', 只 需 证 :如 果 fF '(G) 开 于 EE-- 101, 那么 G 开 于 5 

设 yEG, 任 取 XEA (GG) st y 二 f(x), 则 存在 e 之 0, s.t. 严 中 的 开 球 Bpz(r,e)C 
了 "(GG). 由 原点 向 Bg (x 6) 作 两 条 切线 交 S' 于 两 点 YoY, 令 

6= |y— y= iy— yl, 

则 BgCyyOONS= 了 (Bg(rye)D)CfTGG)=G. 故 G 开 于 Si:,， 从 而 为 商 映 射 . 

注 这 一 道 题 正 是 射影 直线 的 一 种 描述 方式 ,一 般 地 射影 空间 77>" 可 定义 为 粘 合 $ 的 
对 径 的 点 所 得 的 商 空间 , 易 见 它 同 胚 于 粘 合 户 一 10} 的 每 一 条 通过 原点 的 割断 的 直线 为 一 
点 所 得 的 商 空间 . 这 一 道 题 证 明了 P! 与 5' 同 胚 . 然而 ,一 般 地 , 当 n 关 1 时 .1 与 5" 不同 胚 ， 
这 需 用 代数 拓扑 的 知识 来 证 明 ， 

6.2.2 设 X=RXx(t0,1} 为 话 的 子 空 间 , 定 义 

(TisTr YN YT 一 yz 一 3) 或 (zi 一 四 二 0)， 

易 见 x 为 XX 上 的 等 价 关 系 , 证 明 商 空间 X/r 的 每 一 点 有 一 个 开 邻 域 辐 胚 于 杞 ,但 XX/r 是 开 , 
的 , 却 不 是 Hausdorff 的 . 

证 注意 到 X/r 的 几何 意义 就 是 将 两 条 水 平 直线 上 横 坐 标 大 于 0 的 对 应 点 粘 合 在 一 
起 . 
C1) Yr EX/r, 设 (r1 ,Te EX A g(r To))=r 取 apERst a <b Ha 
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0<<0， 则 
q '(g((asb) Xx fx) 一 ((ao) X {ro} U (C0.8) x ((0,1} 一 (za))， 
因 上 式 右 端 开 于 关 , 所 以 g((u,5)X{xz)) 是 xz* 的 开 邻 域 . 令 
hi:(a.b) >q((ab) xX {xr}), 
trh(t) = q(t, x)). 
易 见 有 为 同 且 ， 从 而 gCCa,6) Xx {xz1) 与 忆 同 胚 . 
(2) YY x*EX/r, 设 x ' = 二 gl《xri,X;))， 则 
{CXxis Xs)} Xl 硅 0， 
de = 、 本 . 
(T1071 (ziyl) Xi 0. 
所 以 g "(lx*)) 闭 于 六 , 故 {z") 闭 于 X/r, 于 是 X/r 是 芽 ,的 ， 
(3) 设 UV 分 别 为 和 /rzr 中 包含 qc《0,0)), gq(C0,1)) 的 开 集 . 则 g (0),g 7) 都 是 
X 的 开 集 . 故 3 a,b,c,d€ER st a<<0<b, c<0<d 有 上 
(0,0) € (a,b) X {0} Co '(U), 
(0,1) € (c,d) x {1} Cgq (Vy, 
取 eERs.t. 0<<e 二 min(6,d), 则 
gl(le,0)) = g(te,1)) EUNMTY. 
所 以 mV 天 人 条 , 故 X]r 不 是 Hausdorff 的 ， 口 
注 一 个 拓扑 空间 5 的 每 一 点 都 有 一 个 开 邻 域 与 已 则 胚 , E' 是 Hausdorff 的 ,所 以 局 
部 地 看 $ 是 Hausdorff 的 ,粗略 地 想 ,也 许 会 认为 S 就 应 是 Hausdorff 的 ,现在 给 出 的 例子 正 
好 和 理 定 了 这 个 “想法 ”, 尽管 一 个 空间 局 部 地 是 Hausdorff 的 .但 整体 上 未 必 是 Hausdorff 的 ， 
联系 到 流 形 的 概念 ,一 个 拓扑 空间 天, 如 果 是 Hausdorff 的 并 且 每 一 点 都 有 一 个 开 邻 域 与 ? 
维 欧 氏 空间 的 一 个 开 集 同 胚 ,就 叫 关 是 维 流 形 ( 拓 扑 流 形 ) ,在 流 形 的 定义 中 Hausdorff 
的 条 件 不 能 由 其 它 条 件 推出 . 
6.2.3 在 上 定义 等 价 关系 7 二 idrU(ZxZ). 证 明 
(1) g:E'->E'/r 是 闭 映 射 . 
(2) E'fr 是 Hausdorff 的 . 
(3) 五 '/r 非 局 部 紧 , 非 第 一 可 数 ， 
证 (1]) 设 广 闭 于 到, 则 
当 FNZ= 多 时 ， 
FUZ 当 FFNZ 儿 时 . 
可 网, (CR)) 也 闭 于 EE， 所 以 gq( 玉 ) 闭 于 EE'/r.g 为 闭 上 映射 . 
(2) Vr,y’ EE/r, XAKy' , 设 x'*=g(x), y’ =g(y), 
他 若 {x,y)}CR 一 Z, 则 x'={x}, y' 二 {y}. 由 于 R 一 Z 开 于 FP'/r, 且 是 Hausdorff 
的 ,所 以 3 U,V 开 于 Eis.t. xE€EU, y€EV, UfIV=B 且 
UNzZ=%, VNZ=g. 


gqg !'(g(F)) = 


于 是 
q“'(g(U)) = U, qqCV) = V. 
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即 有 Ug(U) ,Vg(V) 都 开 于 Ei/r 且 
EU,y EV UNV = 区 
GD) 车 XEZ, 则 xz"=Z. 且 由 yy' 头 7" 可 知 yER 一 Z. 由 于 已 是 正则 的 ,Z 闭 于 已， 所 
以 存在 局 ,V 开 于 瑟 使 
y€EV, ZCU, UNV=9. 
于 是 也 有 
， q "(gtU)) =U, gq '(g(V)) 一 
从 而 U*-g(0),V" -gtV) 于 EV/r 有 zr EU ,yEV', Un 一 人 
综 上 可 知 Ei/r 是 Hausdortff 的 ， 
(3) 由 于 瓦 /r 是 Hausdorff 的 ,如 果 EE/r 是 局 部 紧 的 , 则 E'/r 中 的 点 z*==Z 有 一 个 
开 邻 域 U 其 闭 包 Cl 紧 致 .在 EE' 中 ， 
ZCgq (UVU) Cg CD). 


由 于 gq '(U) 开 于 E'!', 故 V nEzZ, 3 正 数 < s. t. 区 间 《7 一 eu， 2 十 ED)Co '(U). 令 
é, E， 
人 
则 
(a + En€E DC UV -GC Cat) —G. 
可 见 g™'(Cley,U) 一 G 是 中 无 界 的 闭 子 集 . 故 不 是 紧 致 的 . 又 据 等 价 关 系 r 的 定义 可 见 ， 
qln_z:El— Za(E — 7) 
同 胚 . 所 以 qlg 一 (Cla DZ) 一 C) 不 是 i/r 的 紧 致 子 集 ,但 因 g 是 闭 映 射 ,Cle,U 紧 致 , 则 
Clay.D 的 闭 子 集 g(g '(Clsy,U) 一 G) 也 应 是 紧 致 的 ,这 就 导致 矛盾 . 从 而 证 明了 Ei/r 不 是 局 
部 紧 的 ， 
再 假定 在 xz" =ZE E'/r 处 有 可 数 的 开 邻 域 基 {U,) ,en; 则 VY nEN,g CU) 开 于 五, 且 
ZCaq '(U,). 


故 Y n,mEN, 了 正 数 e.< 寺 st 


(n— En Nt Een) Tq 1U,), 


少 


(4 一 去 ,十 广 ) CEZ 一 N， 


Gn 一) nE€EN, 
G= UG,. 
“ nEZ 
则 C 开 于 五 , 且 因 ZCCG, 故 有 
q CCC)) = G. 
从 而 gCG) 开 于 El/r, 为 z* 的 邻 域 .但 VY nEN， 
| 


En 
2 


jev,, 


一 192 一 


en 


已 十 | qg(G). 


这 与 {0,} ,en 为 z* 的 邻 域 基 相 矛 盾 . 从 而 已/r 不 是 第 一 可 数 的 . 吕 ] 

注 (1) 这 个 例子 说 明 局 部 紧 性 ,第 一 (二 ) 可 数 性 一 般 地 不 能 被 商 空间 保持 . 

(2) 证 明 E'/r 不 是 第 一 可 数 时 ,所 用 的 技巧 仍然 是 “对 角 线 法 则 ”. 

下 面 将 给 出 在 某 种 特定 条 件 下 商 空间 能 保持 某 些 分 离 性 质 , 第 一 (二 ) 可 数 性 ,局 部 紧 性 
的 两 个 例子 . 

6.2.4 设 人 Xrx)? 为 拓扑 空间 ,定义 和 上 的 等 价 关 系 

r 一 (zy) EX x X| {7r) = {y}}. 

证 明 (1) g:X->X/r 是 赋 开 又 闭 的 . 

(2) 商 空间 X/r 是 TT, 的， 

(3) 如 果 基 正 则 ,那么 XX/r 也 正则 ,从 而 是 T: 的 ， 

(4) 如 果 X 完全 正则 ,那么 XX/r 也 完全 正则 ,从 而 是 Tychonoff 的 . 

(5) 如 果 关 正规 ,那么 XX/r 也 正规 ,从 而 如 果 蕊 下 那么 和 /rr 也 工 . 

证 (1) 设 C 开 于 和 ,要 证 9(G) 开 于 X/r， 即 证 9 !'(q(G)) 开 于 XX. 

VyEq ie(G))，3zEGst g(r) = gly), 

即 {zj 二 {y). 商 GEAx(z), 所 以 yEG, 故 gc))CG， 从 而 org(G)) 一 G 是 和 的 开 
集 . 

再 设 政 闭 于 多, 要 证 g( 玉 ) 闭 于 XX/r, 即 证 g '()) 闭 于 XX. 

VyEq GCC)) 及 DJE Nix(y) Nr, UNGg (9(F)) KG. 
设 xEUNg '(gq(F)), 则 3 zxEFs.t. g(x)==g(z), 即 {7} 二 {2), 而 UE.ANx(z), 所 以 z 
EU, 即 UNF 关 GG. 故 yEF=F, 于 是 
q (gq(F)) CK. 


而 
FCg (gq(F)) Ca (gq(F)), 

所 以 9 (gqg( 相 )==g-'(g()) 二 F， 即 得 g-'(g(8)) 是 久 的 闭 集 .至 此 我 们 不 仅 证 明了 g 既 
是 开 上 映射 又 是 闭 映射 ,而 且 还 有 :如 果 和 的 子 集 4 是 开 集 (或 闭 集 ) ,那么 g'(qg(A))=A. 

(2) 设 x"=g(x),y" 二 g(y) 为 X/r 中 两 个 不 同 的 点 , 则 {zr) 隆 {1y), 故 3] UE I 人 x(x) 
Nrx s.t. yDU, 或 3 VENxCYy) rr st rEV. 

由 于 

gi(g(U)) = UU, qd '(g(V)) 一 了 . | 

所 以 存在 zx* 的 邻 域 gC(U) 使 y" &gq(U), 或 存在 y* 的 邻 域 gCV) 使 x 信 g(V). 从 而 XX/r 是 
T, 的 . 

3) 现 假定 蕊 正则 , 设 z 一 gCz)EX/r F'CX/r 为 不 包含 的 闲 子 集 ， 则 之 允 
gq 1(F*), 由 久 的 正则 性 ,3 U,VEr st xzEU, giFDCV,UNV=8. 于 是 U0 下 


g(0),V'-g(V) 开 于 X/r 且 x EU ,FF*CV*. 现 只 需 证 U* 人 V' 二 如果] z+ EU 
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站 7 ， 则 3 w€EU, vEV st 90 一 z 一 go)， 所 以 {wj=={v} ,于 是 和 4.v}CUNYV, 与 Cn 
V 三 好 矛盾 . 这 就 证 明了 XX/r 是 正则 的 ,再 由 XX/r 是 本 的 ,从 而 XX/r 是 ;的 . 

(4) 现 假定 和 是 完全 正则 的 . 设 x* ,F* 如 (3) 所 述 . 则 由 的 完全 正则 性 ,存在 /:X 

一 [0,1] 连 续 , 使 
flr) = 0， fg- (FF*)) C {1}. 

定义 广 :X/r->[0,1] 如 下 : 

Vs € XX/r, 任 取 zE€q '(z*), 令 ff' (2*) = f(z). 
如 果 yzEo '(z"), 则 fy} 二 {z}. 由 于 连续 , 故 

CO) E GD = fz2)) CS FH)) = (f(z)). 
即 f(y) 二 /f(z), 于 是 广 确 实 定义 了 一 个 映射 .并 显然 有 f"。g 一 f， 所 以 广 连续 ,并 下 
f°(r') = f(r) = 0, 

Vz EF', 取 z Eg (2'), f' (2') = f(z) = 1. 
所 议 XX/r 是 完全 正则 的 . 从 而 基 /r 是 Tychonoff 的 . 

(5) ”假定 XX 正规 . 设 Fr ,Fi 是 XX/r 的 两 个 不 相交 的 闭 子 集 ,由 XX 的 正规 性 ,存在 UU， 
UErx st g (FOCU,, i=1,2, BUNU,=SG. 令 U: =g(0), 则 U? 开 于 X/r, FiC 
Ui 二 1,2,. 上 且 LU no = .所 以 XX/r 是 正规 的 . 

如 果 芒 是 T, 的 ,当然 是 TT 的 , 帮 六 /r 也 是 T; 的 ,所 以 X/r 是 Ti 的 .再 由 XX 正规 得 六 /r 
正规 ,从 而 六 /rr 也 是 工 .的 . 口 ] 

6. 2.5 设 Xr 是 (X,zr) 的 商 空间 ,证 明 : 如 果 9:X->X/ 是 闭 映射 , 且 Y xzEX，[z] 都 
是 XX 的 紧 致 子 集 ,那么 当 久 分 别 是 Hausdorff ,正则 .第 二 可 数 ,局 部 紧 时 ,X/r 也 相应 地 是 
Hausdorff ,正则 ,第 二 可 数 ,局 部 紧 的 . 

证 (1) 设 了 是 Hausdorff 的 . 

Z = gq(7), yy = 9g(y) €E XK/r, rT’ Ay". 
由 于 [x]==g '(x'),[y]==g '(y*) 是 鲜 的 两 个 不 相交 的 紧 致 子 集 . 故 3 U,VErs.1. 
[Lrcu, [y]CV 且 UNV=. 又 因 g 为 闭 映射 , 故 
UX gg), Vx- ygy), 
开 于 六, 且 易 见 UICU, VJ,CV，, 于 是 UNVi==2. 令 
U* = g(U)), V* = g(V), 


则 
qi(U’)= ggU) =U, qtV*)=V. 

事实 上 , 若 3 zEq 'g(U01), 但 z&Ui, 则 3 wwEUs.t, [z1=[a], z€E YU = 
9 'q(BU). 于 是 [z]Cq 'g(ZU), 从 而 ww Eq 1q(ZU), 与 w EU 矛盾 . 故 gq 'g(UDCU,. 
而 UCgqg 1iq(U) 是 显然 的 ,所 以 giU') 一 00. 同 理 g-!1(V*)=V1. 这 就 表明 UU*,V* 是 XX/r 
的 开 集 , 且 易 见 

EU,y" EV',U’* NV = 8. 

所 以 X/r 是 Hausdorff 的 . 

(2) 设 义 正则, x ==g(x)EX/r,F' 为 XX/7 的 不 包含 x' 的 闭 集 , 因 [x] 紧 致 ， 
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gq (F) 闭 于 叉 且 [zjng CF')= 名 . 由 六 正 则 可 知 3 UVEr, st [xjCU,g 1!1(F’) 
CyV, UNV=,， 如 (1) 可 得 U',V'* 开 于 X/r 使 x"EUVU',F*CV* 且 UNV' = 所 以 
XX/r 是 正则 的 . 
(3) 设 X 第 二 可 数 ,好 是 天 的 可 数 基 , 记 
$= {x CC 多 |.w7 有 限 }， 
则 @ 可 数 ， 
VxzEX, 因 [x] 紧 致 , 故 3 EBs.t. LrcCUer. 记 
B={v EBIrICUS}CS, 
Y=U 18, |r€E X} CH. 
设 . EE 则 3 XEXs.t. -EB 于 是 Uw 开 于 和 且 [zjJCU-er.、 如 同 (1) 中 那 
Gy = X—g'q(G(U 2)), GG = g(G,), 
则 fr]CGvCGU-e Gy 开 于 X/r, gq Gy) 一 Cv 令 
HB" = (Cy|-er € YY), 
则 "是 久 /r 的 可 数 的 开 集 族 ,我 们 证 明 多 "就 是 X/r 的 一 个 可 数 基 . 
设 C 开 于 XAry zt = 二 g(x)EG' ,要 证 jGVE%' st ECvCCG ， 
VYyE€E[r]Cq G6), 3 BE Bs.t. y€E B,Cq (G6). 
由 [xj] 紧 致 ， 3 yy ys E Lx] s.t. 


[z] CUB, Cg-iG'). 
def 


显然 .ez 


{B,， B,,， 8 B, 1E BIC. 于 是 GEH' 9 且 
Z 一 QZ) EdqC) 一 Cy 
CaoCU 0) TC gg (GG) CO.. 

所 以 XX/r 是 第 二 可 数 的 . 

(4) 设 X 局 部 紧 . 

任 取 x "二 g(x)EX/r, VyELzl, 由 XX 的 局 部 紧 性 ,存在 紧 致 分 域 U,， 由 [xj 紧 致 ， 
3 yy st [7JCUT,. (DD) S UVU=X-g 'g(Z(UO,)), YU 开 于 X, 且 
[x] CU CU UD, CU 


def 
且 U'’ 一 -gqg(UV) 开 于 大 /r， 于 是 
rr” EE U* Ca(UU,), 


9(UU,) 就 是 X/r 中 xz" 的 紧 臻 邻 域 ,这 就 证 明了 X/r 是 局 紧 的 . 口 
6.2.6 设 r1,7: 是 拓扑 空间 XX 上 的 两 个 等 价 关系 ,nCrs， gq:X 一 X/r 为 自然 商 映 射 ， 
i 二 1,2. 证 明 ;Y zx" 二 gi(r)EX/ri, 令 
HX’ ) = g(x), 
则 由 此 确定 一 个 映射 
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piX/r,— X/r,, 
它 是 商 映 射 , 从 而 CX/r1)/rlp) 与 XX/r, 赔 凸 . 

证 首先 ,如 果 x' = 二 g(x) 二 qi(y), 则 (xr,y) EnCrs， Q2 
所 以 gz(x) 二 qa(y)， 即 8 的 定义 与 代表 元 的 选取 无 关 , 它 确 
实 定义 了 一 个 映射 , 且 显 然 是 满 射 . 

出 定义 直接 可 见 gq, 二 gq/， 从 而 qi 9 

G 开 于 X/riegi'(G)=gr'g '(G) 开 于 XX 

Op GOG) 开 于 X/r. 
所 以 2 是 商 映 射 ， 站 

注 ”这 个 例子 有 显明 的 几何 意义 . 按 r 粘 合 区 的 一 些 
点 构成 商 空 间 的 这 个 过 程 ,可 以 分 解 成 两 步 进行 , 即 先 按 ri,(Cr,) 将 需要 在 7; 之 下 精 合 的 一 
部 分 先 粘 合 , 然 后 再 按 r(9) 粘 合 其 余 需 要 粘 合 的 部 分 . 这 与 一 一 次 性 粘 合 是 等 同 的 . 这 个 例 
子 与 C6. 2.8 是 异曲同工 的 .这 在 实际 操作 上 是 很 有 用 的 .下 一 个 例子 就 是 它 的 一 个 应 用 . 

6.2.7 设 C=S'X[ 一 1,1j 为 柱 面 , 取 瑚 的 子 空间 拓扑 ,在 C 上 定义 等 价 关 欠 : 

ro =idc U {(p, 一 了 |pECN 站 YOZ 面 ) U ((p,9)1p,9 关 于 YOZ 面 对 称 }， 
证 明 C/rs 同 胚 于 Mobius 带 . 

证 x; 的 几何 意义 是 将 C 间 YOZ 面 上 中 心 对 称 ( 关 于 原点 ) 的 点 粘 合成 一 点 ,并 将 C 上 
关于 YOZ 面 对 称 的 点 粘 合 成 一 点 .我 们 可 以 分 成 两 步 进行 , 第 一 步 用 YOZ 面 将 C 劈 为 两 
半 , 先 把 这 两 半 关 于 YOZ 面 对 称 的 点 粘 合 起 来 , 剩 下 YOZ 面 与 C 相交 的 两 条 楼 没有 粘 合 ， 
所 得 图 形 从 直觉 上 看 同 胚 于 和 矩形 ,第 二 步 再 将 剩 下 的 这 两 条 棱 上 中 心 对 称 的 点 烙 合 起 来 ,从 
同 胚 的 角度 看 ,就 相当 于 反 向 精 合 矩形 的 一 对 对 边 , 因 此 最 后 的 结果 与 Mobius 带 同 胚 . 现 正 
式 证 明 如 下 : 令 


X/rs 


X/ri 


二 idcU (‘4p,9)1psq 关于 YOZ2 面 对 称 }， 
Y={(rx,y,z)EC|zr 守 0}, 
g:C—Y, (xr,y,2) > (lr|, yz), 
易 见 让 二 r(g), 因 C 紧 致 ,，Y 为 Hausdorff 的 ,g 是 连续 满 的 , 故 由 A6.2.4(2) 得 C/r(g)= 
C/m 与 了 同 胚 , 
由 于 产 Crm， 令 产 CVm 一 Cr 使 一 Pd 如 B6.2.6， 即 得 CC/ 一 与 (CVD 他 同 胚 ， 
又 在 C/n 与 Y 同 胚 之 下 ,rl(y) 对 应 于 Y 反 向 粘 合 左右 两 条 边 , 再 者 Y 同 是 于 和 抑 形 
[一 1,1]x[ 一 1,1j 并 在 这 个 同 胚 对 应 之 下 , 反 向 粘 合 Y 的 左右 两 边 恰好 对 应 于 反 向 粘 合算 
形 [ 一 1,1]X[ 一 1,1] 的 左右 两 边 . 所 以 《C/r1)/r(9) 同 胚 于 反 向 粘 合 [一 1,1] XxX[ 一 1,1] 的 左 
右 两 边 所 得 的 商 空 间 , 即 Mobius 带 . DD 
6.2.8 设 了 ,7Y 为 拓扑 空间 ,f/f:X 一 Y 是 商 映 射 ,Z 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ,证 明 
p—=f Xidz:XXZ>YXZ, (rz Pf Cx) zx) 
也 是 商 映射 
证 设 ACYX2Z, 且 yg (4) 开 于 XXZ， 我 们 证 4 开 于 YXZ. 
任 取 (yo ,zo)E A， 则 3 XoEXXs.t， yo 二 f(xo)， 故 
P (Xo,20) = (Yo ,zo). 
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即 
(xzoyzo)》 E V1(A). 
由 于 gg 1(A4) 开 于 XXX2Z, 故 3 Ul 开 于 义 ,W 开 于 Z 使 
(xzoyz) EU X WCOY' A). 
由 于 Z 为 局 部 紧 的 Hausdorff 的 , 故 也 是 正则 的 ,于 是 ,一 方面 有 一 个 开 邻 域 V1, 使 V 紧 
致 ， 另 一 方面 z 有 一 个 开 邻 域 WW 使 EW 己 W 守 WW, 令 V==VW 们 W, 则 为 zo 的 开 邻 
域 , 且 VCWiCW, 又 VCV, 故 VP 也 紧 致 . 
这 样 便 得 到 (x。,zo) 的 邻 域 U1 XT 使 
UXVCU XWCogy'A), 
有 目 V 紧 致 . 
注意 ,我 们 的 目的 是 要 寻找 (yo,zo) 二 《f(zxo),zo) 的 一 个 邻 域 ,使 它 包 含 在 4 内 ,如 果 有 
0 二 ff(U1), 那么 A(U,) 就 是 Y 的 开 集 ,于 是 由 (U1)xXW=9p (VXW)CA4 可知 f(U) 
X 玉 就 已 符合 要 求 , 而 现在 的 问题 恰恰 是 只 有 VC 广 :未必 有 已 一 广 :Fn )， 所 
以 才 要 借助 于 Z 的 局 部 紧 性 , 我 们 下 面 的 工作 就 是 要 设法 不 断 放 大 Ul 到 最 佳 状态 成 为 U， 
使 Z= 广 :FCZ) 成 立 , 为 此 , 先 用 归纳 法 构造 X 中 的 开 集 序列 (0 使 Y nEN， 
ffUN) xX7CU XVCyA). (6. 2. 8-1) 
Ul 正如 上 面 已 经 做 的 ,由 于 UXVCyg'(4), 容易 验证 也 有 (U1)xXVCp 1(4). 
现 设 Y sr， U, 都 已 作出 ,并 符合 (6. 2. 8-1) 的 要 求 .再 作 U;;, 如 下; 
Y rEf7'f(U;), 由 归纳 假设 ，{x}XVCy 1(A), 由 VV 的 紧 致 性 , 据 管 形 引 理 (B54.4. 
9) ,可 选取 z 的 ~- 个 开 邻 域 攀 . 使 
W, xVCg'(A). 
现 令 
Uiri 一 U W.， 


rz€ES 1A) 
则 Uiil 开 于 XX, 且 
ff VU) XVCU LN XVCg (A). 
由 归纳 原理 , 即 得 所 要 求 的 {UU,},en， 最 后 令 
U = UU,, 
n€EN 
则 U 开 于 X 且 . 
(zroyzo) EU XVCOCUXVCgIA). 
UCA fCU) = ffYU,) 
=UfFfU) CUU,=U. 
n€EN PEN 
故 广 FU) 一 于 是 fA(U) 开 于 Y. 从 而 
2 (C XTY) 一 AGO) XV 
开 于 YxZ, 且 
(yorz0) EwU XV)CA. 
从 而 A4 开 于 YXxZ. 


再 由 9 的 连续 性 即 知 ,车 A 开 于 YXxX2Z, 必 有 (4) 开 于 XXZ. 这 就 证 明了 9 是 商 
映射 . 国 

注 “ 一 般 地 , 若 广 X-Y，g59-7 为 商 上 映射 , 则 

fxXg:Xx SY XT, (zh (f(r),g(s)) 

未 必 为 商 映射 . 可 见 下 例 . 

6. 2.9 设 X= 瓦 XN 作 为 到 的 子 空间 ( 即 五 与 取 离 散 拓 扑 的 N 的 积 空间 ), Y= 
Ub, 其 中 

L, = {x nr lrER)} 
即 为 平面 RR 上 斜率 为 自然 数 n 的 直线 . 
六 和 一 了 (zh flr,n) = (nr), 
取 了 的 拓扑 为 使 了 连续 的 最 大 拓扑 . 则 /为 商 上 映射 . 又 i4:E* 一 所 为 恒 回 映射 ,当然 是 商 映 
射 , 定 义 . 
p= /Xid:XxX E>YXF, 

则 gp 不 是 商 有 映射. 

证 YnEN, 令 U,CXXE = 二 (E'XN)XE 为 

U, = {tyn), (rrr) | tr) < 1)}. 

则 UU 是 六 X 志 =(E!'XN)XE” 的 开 集 . 

事实 上 , (EXN)XE* 二 (EXN)X (EXEX)S(EXE)X(E XXEXNXE 
Xx…) 同 胚 .即将 玖 中 的 第 个 因子 与 N 对 调 后 ,与 原来 的 积 空间 同 胚 ,在 这 个 同 胚 对 应 之 
下 ,UU 对 应 于 . 

Ur = {00 Crs Tt Ny Ttin "| tz, < 1) 
一 (tt i x Ex xXE x {nxE x ..) 

其 中 第 1 个 因子 是 E'X 志 中 的 开 集 ,第 2 个 因 于 是 所 X… Xx 到 XNXEX… 中 的 开 集 ,所 以 
在 同 胚 之 下 ,U, 是 (E!XN)XE* 的 开 集 . 

现在 令 


我 们 断言 有 下 面 的 结果 : 

(1) 9 CD) 一 局 ， 

(2) HU) 不 是 了 XE* 的 开 集 . 

先 证 (1); 假定 六 :PCU) 尖 U， 由 于 UCg '9U)，, 故 必 有 xzEy 1'9U) 使 x&U, 则 3 yE 
Us.t. YKy) 一 (x). 而 9 二 /Xid, 故 x,y 在 因子 空间 X= 局 XN 中 的 坐标 全) 天 全， 
2; ,但 : 

tinmt) = fm) = ft smn) = (ty Naty) 
于 是 =js, ti 二 nzts， 邦 (n 一 nt 二 0. 
由 于 民 ,m1) 关 (fz,n2) 并 已 有 1 =t;， 故 必 有 4 关 ns， 从 而 
. ti=t,=0. 
这 就 表明 z,y 必 为 下 述 形 式 的 点 : 
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T= (On) 《ioToyT3》》， 
yy 一 041 《TIT TI )), 
而 此 时 ，'0"z | 二 0<1, 10"w1=0<1, 故 x,y 都 属于 U， 导致 予 盾 . 所 以 jp '9U)=U. 
再 证 (2): 假定 g(0) 是 YxE" 中 的 开 集 ,并 易 见 (0,0;EqLU)， 从 而 必 有 包含 (0,0) 的 
定义 基 的 元 素 VX[ |W), 其 中 V 为 Y 中 包含 原点 的 开 集 ,W, 是 局 的 包含 0 的 开 
集 , 并 有 旦 除了 有 限 个 i 之 外 ,其 余 的 W;== 包 .于 是 我 们 总 可 以 选取 nEN s.t. W,==E'. 由 于 V 
x | wc. 所 以 | 
rv x Tw= v0 x Tiw. 
， iEN EN 
Cg IC) = 以. 
而 /7'(V) 是 关 =E' XN 中 的 开 集 , 且 (0,n)€E "1'(V), 故 有 锯 中 包含 0 的 开 区 间 (a,5) 使 
(a,b) x {n} CFV). 
故 3 1€ (0,6) 使 (tyn)€Ef-1CV), 我 们 选取 一 W, 使 吉之 广 二 入 T 于 是 XX 中 的 
点 
(Ct 91) (0.00, 0, 7,»0,.)) 
一 方面 属于 rw x {wco, 男 一 方面 又 因 |iz,| tx, 之 1, 它 不 属于 U，, 导致 矛盾 . 所 
以 YU) 不 是 YXE 的 开 集 . 
结合 (1),(2) 即 知 gq 不 是 商 映射 . 品 
关于 商 映 射 在 子 空间 上 的 限制 ,即使 同时 限制 取 值 空间 ,使 之 成 为 满 射 也 未 必 仍 是 商 
映射 . 可 见 下 例 . 
6,2.10 设 半 =[0,1jU[L2,3], 了 =[0,2] 都 是 本 的 子 空间 ,定义 :XX->Y 如 下 : 
EL[01]， 
f(7) = 1 zxE€ [2,3]. 
则 是 由 紧 致 空间 X 到 Hausdorff 空间 了 了 的 连续 满 射 ， 故 为 丙 映 射 考虑 X 的 子 空 间 4 一 
10,1]UC2,3] 以 及 
fA f(A), rh f(r) = fx), 
则 . 疡 不 是 商 上 映射 . | | 
证 广 虽 然 是 韦 续 满 射 ,但 
三 CC,2]) = (2,3] 
是 4 的 闭 集 , 而 (1,2] 却 不 是 1(4)=Y 的 闭 集 . 
或 由 
f°-1([0,1]) = [0,1), 
其 中 等 式 右 端的 [0,1] 是 4 的 开 集 ,而 等 式 左 端 括号 中 的 [0,1] 却 不 是 f(A)=Y 的 开 集 ,可 
见 了 不 是 商 映 射 . 口 
关于 商 映 射 在 子 空间 上 的 限制 有 下 述 结果 常常 是 有 用 的 . 
6. 2.11 设 f:XX>Y 为 商 映 射 ,4 为 外 的 开 ( 闭 ) 子 集 , 且 存 在 BCY 使 A=f°1(8) 
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( 注 , 满足 这 个 条 件 的 A 叫做 XX 的 关于 了 的 饱和 子 集 ) 则 
fla:A— f(A) 
也 是 商 映 射 . 
证 ” 现 设 A 是 XX 的 关于 了 的 饱和 开 集 ,GCf(A). 
如 果 (f|4a) '(G) 开 于 4, 由 于 4 开 于 羡 , 敬 (f1a) '(G) 也 开 于 站 ,又 因 4A 饱和 ,所 以 存 
在 BCY 使 4A= 广 "(B), 则 f(A4)CB. 故 GCB. 于 是 ， 
ff '(G) Cf (B= 4. 
从 而 
广 ((G) = (ffl) '(G). 
已 知 它 开 于 X. 由 于 /是 商 上 映射 , 故 G 开 于 Y. 当然 有 G 开 于 f(A). . 
反 过 来 ,直接 由 f14:4 一 f(A4) 连 续 可 知 若 G 开 于 f(A), 则 有 (fF14) '(G) 开 于 A. 所 以 
fla:A— f(A) 
是 商 映射 
对 于 4 是 饱和 闭 集 时 ,类 似 可 证 . 口 
6.2.12 在 态 上 定义 一 个 等 价 关 系 7: 
| (XYyDr ra yr y= 二 
那么 商 空 间 轧 /r 同 胚 于 一 个 什么 样 的 空间 ?证 明 你 的 回答 ， 
解 令 9g: EEF>[0, 十 co0)， (ry ety). 则 z=r(9). 显然 ?为 连续 满 射 . 
我 们 来 证 :Y GC[0, 十 oo0), 若 gr'(G) 开 于 严 , 则 G 开 于 [0, 十 0). 
VY rEG, (7,0)Eq 1(G), 所 以 3 >0, s.t. 
Bl((l(x,0),e) CY (CC)， 
于 是 当 < E(zr 一 sz 十 6 门 L0, 十 co) 时 ， 
《x',0) € BCz0)e， r= Hx ,0)) EC， 
所 以 
. (位 一 sz 十 86) 站 0, 十 co)CCG. 
故 C 开 于 [0, 十 co). 这 就 证 明了 ?是 商 映 射 , 从 而 所 /r= 二 /rlg) 同 胚 于 [0, 十 oo). 口 
注 ”由 这 一 例子 ,对 于 商 空间 的 认识 又 可 深入 一 步 , 有 时 给 定 的 等 价 关系 从 粘 合 角度 
看 ,其 几何 直观 性 较 强 ,但 有 时 并 不 十 分 明显 ,此 时 , 可 以 通过 构 作 商 映射 来 显示 其 几何 意 
义 .这 一 例子 ,由 解 题 过 程 可 知 其 几何 意义 是 将 同一 圆周 上 的 点 粘 合 为 一 点 ,我 们 可 以 用 [0， 
十 co) 上 的 点 作为 粘 合 后 的 代表 ,从 而 EVr 与 [0, 十 0) 的 同 胚 是 自然 的 . 
6.2.13 设 和 正规 ,自然 映射 ga:X->Xy/r 为 闭 映射 , 则 商 空间 XX/r 也 正规 . 
证 设 Fr 闭 于 X/r,i= 二 1,2. F!* 门户 = 二名, 邻 下 一 qn1(F7), 则 F 闭 于 XX,i 二 1,2. 且 
下 人 介 Fi 二 GY. 电 久 正 规 得 3 U; 开 于 Xs.t. PCUG=1,2) 且 UNUs==. 令 
U? = X/r— gq(X—U),i= 1,2. 
由 于 g 为 闭 映射 , 故 U7” 开 于 X/r, ;一 1,2. 且 
(1) Fi CU (1=1,2), 
(2) Ur NV? =. 
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事实 上 ,由 =g 1'(F7 ) 得 苹 一 Fj 二 gq ~"'(X/r 一 fF? )， 故 
Fr = X/r— a(X—F) CX/r—aX—U)=U. 
又 车 gr) EUr 02?, 则 gr)&qCX 一 U;), 1 二 1,2. 从 而 zxEoDnD 与 UnC: = 她 予 
盾 . 
由 (1),(2) 可 知 XX/r 是 正规 的 . 口 
6.2.14 证 明 ” 维 射影 空间 P" 是 nn 维 流 形 ( 参 见 B6. 2.1 以 及 B6. 2.2 后 的 注 . ) 
证 (1) 先 证 P" 是 Hausdorff 的 ， 
(i) 证 自然 映射 g 是 开 映 射 ， 
由 于 S" 的 一 个 拓扑 基 为 {B(zye) 站 SS 1zES se>>0)， 其 中 B(x;e) 为 Er*' 中 的 开 球 .而 
gq '(g(B(zx,e) MS")) 一 (Be) NM S$) U (BC(— zx,e) ff S$") 
开 于 S", 所 以 gC(B(z,e) 门 S$”) 开 于 妃 ,， 从 而 9 为 开 上 映射 . 
(11) 
r={(T,y)ES XSlr==y 或 x 一 一 y) 
={rr) rT ES LU {lr, ~ rr €E SS) 
=idy U (— idy) 
由 C4.1. 6 可 知 idyw 与 一 idyw 都 是 积 空 间 9$"XS" 的 闭 集 . 所 以 r+ 是 5S*XS” 的 闭 集 . 故 由 A6.2. 
6 知 P=S"/r 是 Hausdorff 的 . 
(2) 再 证 PP 的 每 一 点 都 有 一 个 开 邻 域 与 EF 的 一 个 开 子 集 同 胚 . 
设 x' ==g(z)E PP, xE€S", 取 E>0 究 分 小 使 当 x' EBCr,a) 站 5S 时 ,一 x BC(r,e) NS". 


A= Br,e) (1 5", 
易 见 
qla:A—a(A) 
是 一 一 的 ,连续 的 ,由 于 4 紧 致 ,gC(4) 是 Hausdorff 的 ,所 以 g|a:4>g(A) 是 同 目 .于 是 
q | geons" :BX,E) 门 S* -> gq(B(zx,e) NS') 
也 是 同 胚 ,这 就 表明 zx" 有 一 个 开 邻 域 gLB(x,e) 门 S") 与 $" 的 开 集 B(x,e) 门 5 同 胚 .而 SS" 
是 nn 维 流 形 ,所 以 x 有 一 个 开 邻 域 ICBCzys) 门 S 与 所 的 开 集 V 同 胚 ,从 而 xz" 有 一 个 开 
邻 域 g(U) 与 Fr 的 开 集 V 同 胚 , 故 P" 是 nn 维 流 形 . 
特别 地 射影 平面 PP 是 2 维 流 形 ,通常 一 个 连通 的 2 维 流 形 叫做 曲面 ,所 以 P 是 紧 致 的 曲 
面 . 口 
6.2.15 设 Z 二 (RX10))U({0}XR), g:E?>Z 定义 为 
《XT,0) TX 关 0， 
《0，?》 二 0. 
证 明 (1) 若 Z 作 为 户 的 子 空间 , 旭 g 不 是 商 映 射 . 
(2) 如 果 在 Z 上 取 使 g 为 连续 的 最 大 拓扑 全 , 则 (Z,3 > 不 是 Hausdorff 的 ， 
证 (1)》 设 F=B0H0,0),e) 门 2, 则 下 闭 于 2(2 取 子 空间 拓扑 ), 其 中 BC((0,0),e) 为 
所 中 的 开 球 ,又 


g(r,y) 二 
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g (FF)= (8,0) XxX RU (0,e] x R)U (0) x Lo— e,e)) 
不 是 到 的 闭 集 , 所 以 g 不 连续 ,当然 也 就 不 是 商 映 射 . 
(2) Z 的 拓扑 := 二 {GC2Zle GD) 开 于 左 )， 设 UVE. ,有 上 且 (0.0)EU，(0.])ETV， 
于 是 
《0,0) €E g '(U), (‘0.1 € g (VvV). 
由 于 g (UD), g '(V) 开 于 EEF, 故 3 6 ,62 之 0. s.t. 
(0,0) € B((0,.0) ,8) Cg (VU), 
《0,1 € B((0,0),e) Ce (V), 


令 e=min{5 ,es}, 则 
(0) = gC(3 10)) EUNvV. 


所 以 (2 ,7 ) 不 是 Hausdorff 的 . 门 

注 这 个 例子 ,直觉 上 是 将 平面 上 > 轴 以 外 的 点 都 粘 到 有 相同 横 坐 标的 工 轴 上 ,但 由 
证 明 的 结论 (1? 表 明 , 这 种 直 党 的 粘 合 却 不 是 商 空间 定义 中 所 指 的 “科学 意义 上 "的 粘 合 , 科 
学 意义 上 的 粘 合 应 该 是 代表 这 种 粘 合 的 映射 是 商 上 映射 . 结论 (2? 表 明 要 使 直觉 上 的 粘 合成 为 
科学 意义 的 粘 合 ,所 得 商 空间 就 有 可 能 失去 直观 意义 (在 直观 意义 上 看 2 应 是 Hausdorff 
的 ,在 科学 意义 上 就 不 是 Hausdorft 的 ， 这 就 告诉 我 们 尽管 在 许多 场合 直观 意义 与 科学 意义 
是 一 致 的 ,但 毕竟 是 不 同 的 . 直观 不 能 代替 科学 的 抽象 . 要 断定 两 者 是 否 一 致 ,还 是 作 一 悍 推 
理 验证 为 好 . 当然 如 果 直 观 上 的 粘 合 是 图 形 狐 裂 后 才能 实现 的 , 那 就 可 断定 表示 这 种 粘 合 的 
映射 不 是 商 映 射 . 


C 练习 题 


6.2.1 设 X={《r,y) EE | 十 yy 志 1) 为 EE 的 子 空间 ,r= 二 idxU (5S'XS'). 证 明 商 空间 
X/r 同 胚 于 S:( 一 般 地 ,可 设 关 为 所 (n 宇 1) 中 的 单位 闭 球体 ,r=idxU(S™'XS" i), 则 XX/r 
同 胚 于 S?). : 

6.2.2 设 /:XY 连续 ,g:XX-> 久 /r( 了 为 自然 商 映 射 , 定 义 g:X/r(1) 一 Y 为 

Vr =g(r) EX/r(， gz ) = f(z). 
证 明 :(1) 车 了 是 Hausdorff 的 , 则 和 XAr( 六 也 是 Hausdorff 的 . ( 注 . 这 里 没有 要 求 上 是 商 映 
射 ). 

(2) 如 果 g 是 同 胚 , 则 了 为 商 映 射 ( 此 即 A6. 2. 3(2) 的 逆 命 题 )， 

6.2.3 设 + 为 拓扑 空间 ( 久 ,r)y 上 的 等 价 关系 ,证 明 ， 

(1) g:X>X/r 是 闭 映 射 会 YV ACX, rCA)Cr(A). 

(2) g 是 开 上 映射 性 V 4CX，r(4)CCr(4))。， 

6, 2.4 在 直线 Er' 上 定义 等 价 关系 

rr 一 id U (N x N), 
证 明 : 
(1) 自然 映射 g:E' 一 EE'/r 是 闭 映射 
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(2) CE 人 9) (nEN)GI UF E's.t. NCU AH{god} Ur} IrEU—N}C 
CC” (xnEN). 
(3) E'/r 在 gq(n) (n€EN) 处 不 存在 可 数 邻 域 基 , 从 而 EE/r 不 是 第 一 可 数 的 . 
6.2.5 设 A4A= (1,2,3) 为 三 元 集 , 定 义 f:E 一 A 为 
1 rz 0， 
mo r+<0, 
3 T= 0. 
使 f 为 商 映射 , 求 4 的 拓扑 . 
6.2.6 丈 中 的 环 面 可 解析 地 表示 为 
T= {ry2) EE FI(VTITY 2) 二 + =1}, 
设 久 ==[0,1]x[0,1], 定义 六 上 的 等 价 关系 7 为 : 
《XT27《y4:92) 全 下 述 (1),(2),(3) 之 一 成 立 : 
(1) 《zz 一 (yy 
(2) y= 二 1 一 Xx1; 且 xX; 二 yz， 其 中 TEE10,1); 
(3) % 一 1 一 zz， 且 文 二 yi， 其 中 zx.€ 40,1). 
证 明 商 空间 X/r 与 了 同 胚 . 
6.2.7 设 f:X-rxY,，g:Y>Z ,ff 为 商 映 射 ,证 明 : 
(1)g 是 商 上 映射 全 5 三 是 商 映 射 . 
(2) g 连续 今 g* 连续， 
6.2,8 设 了 一 X/r，Z=Y/r~: 都 是 商 空间 ,证 明 2Z 同 胚 于 关 的 某 一 商 空 间 . 
6.2.9 设 f:X>Y 为 商 映 射 ,车 4 为 了 的 开 ( 闭 ) 子 空间 ,又 是 开 ( 闭 ) 映 射 ,证 明 
g= fla:A— f(A) 


也 是 商 映射 . 
6.2.10 设 f:X>Y, g:Z>W 都 是 商 映射 , 且 久 与 W 都 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ， 
则 
p= f/xXg:XXZ>YXW, 
《zsz)hH fr) ,gz2)) 
也 是 商 映 射 . 


6.2.11 在 Er 上 定义 等 价 关系 7: 
(TITTY OT + y= Ti+ 并 , 
则 商 空 间 E/r 同 胚 于 一 个 熟悉 的 空间 外 , 问 久 是 一 个 什么 样 的 空间 ?证 明 你 的 判断 ， 
6. 2.12 设 关 ==({0, 十 oo)XR)U(RX10)) 是 严 的 子 空间 ,请 : 民 一 尼 ，(zyy) hz 为 
投影 ， 
f=Pplx:X—E 
证 明 了 是 商 映射 ,但 f 既 非 开 上 映射 ,又 非 闭 映 射 . 
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3 6.3 函数 空间 


A 内 容 提要 


本 节 记 F(X,Y) 二 Y*, (X,Y) 为 X 到 了 的 所 有 连续 映射 的 集合 . 
6. 3.1 定 义 ” 设 Y 为 拓扑 空间 ,XX 为 非 空 集合 , 则 称 Y*== 多 (X,Y) 的 积 拓 扑 为 . 宛 (X， 
了 ) 的 按 点 收敛 的 拓扑 , 记 作 zt,, 它 有 一 个 子 基 2 的 每 个 成 员 具 有 形式 ; 
pi'(G)= {(f E FXY) Nf EG}, 
其 中 xEX,G 开 于 了 , 据 此 也 称 mm 为 点 -开拓 扑 ， 
在 (多 (X,7Y)，ro) 中 网 E 一 ( 户 )veo 收 敏 于 上 的 充 要 条 件 是 :VY XEX, 《fa(X))sep 收 证 于 
f(z). 
6. 3. 2 定义 ”如 果 ( 卫 ,rx)，(Y ,ry) 都 是 拓扑 空间 ,VY 4ACX,BCY, 记 
S(A,B)= {f € F(X,7) |f(A) CB}, 
二 4S(C,G)|IC 为 XX 的 紧 致 子 集 ,C € ry}, 
以 57 为 子 基 生成 多 (X,Y) 的 拓扑 称 为 紧 - 开 拓扑 , 记 作 tc. 
当 X,Y 都 是 拓扑 空间 时 ,显然 zpCre. 
6. 3.3 定 理 如 果 工 正则 ,那么 赋予 紧 - 开拓 扑 的 连续 函数 空间 多 (X,Y) 也 是 正则 的 . 
6. 3.4 定 义 设 X 为 非 空 集 ,( 了 ， 0) 为 度量 空间 ,V JeE 多 (X7),e>0， 记 
Blf se) = {g E FRXVNY rE KX, pf (xX) SCr)) < 6， 
以 每 个 B(f,e) 为 相应 的 (XX， Y) 中 的 元 素 /的 邻 域 基 生 成 的 拓扑 叫做 在 X 上 一 致 收敛 的 
拓扑 , 记 作 =， 应 注意 ,这 里 B(f,e) 只 是 f 的 邻 域 而 非 开 邻 域 . 
特别 地 , 记 多 (XX， 人 Y) 1 有 界 },， 所 谓 f 有 界 即 指 A(X) 在 Y 中 有 界 . 
VY fgEBX,Y), 令 
Pp' (f,g) = sup{p( f(x) ,g(r))}. 
以 p' 为 度量 ( 称 之 为 上 确 界 度量 ) 诱 导 的 名 (X,Y) 上 的 拓扑 就 是 名 (X,Y 了) 的 一 致 收 敏 的 拓 
扑 , 也 就 是 作为 (多 (下 ,了 ) ,rt,) 的 子 空间 时 的 拓扑 ， 
易 见 ,rsCm， 故 一 个 函数 序列 一 致 收 敏 (等 价 于 在 拓扑 亚 之 下 收 和 伍 ) 必 按 点 收敛 ， 
6. 3, 5 定理 在 (F(X,Y) ,zt) 中 ,多 (X,Y) 与 多 (X,Y) 都 是 闲 集 . 所 以 连续 函数 序列 一 
致 收敛 的 极限 函数 也 连续 ;有 界 函 数 序列 -一致 收 伍 的 极限 函数 也 有 界 ， 
6. 3, 6 定义 ” 设 久 为 拓扑 空间 ,《Y,p) 为 度量 空间 ,FC 多 (X,Y), 如 果 Y zE 和 以 及 e> 
0jUENy(r) st. YY fFEFRKrEU 
pf (x), f(r)) < es 
则 说 下 在 X 上 等 度 连续 ， 
6. 3, 7 定理 设 革 为 非 空 集 ,(Y,p) 为 度量 空间 ,FC (X,Y) 在 苹 上 等 度 连 续 .那么 ， 
一 204 一 


(1) 下 在 (有 罗 (X,7),r) 中 的 闭 包 也 等 度 连续 . 

(2) 如 果 六 是 紧 致 空间 , 则 下 由 .多 (XX, 了) 的 一 致 收 仑 的 拓扑 zt 以 及 按 点 收敛 的 拓扑 
rt 导出 的 子 空间 拓扑 相同 . 

(3) 如 果 革 是 紧 致 空间 , 则 了 在 (多 (X， 让, ) 中 的 内 包 与 在 (7 (XX， 了 ) ,tt) 中 的 团 包 
相同 ， 

6. 3. 8 定理 (Ascoli 定理 ) 设 XX 为 紧 致 空间 ,《Y,p) 为 度量 空间 ,在 (F(X,Y) ,rt) 中 ,下 
C.F(XX, 了 ) 满 足下 述 条 件 : 

(G) 王 在 和 上 等 度 连续 ， 

GD VY xEX, FC) 二 (f(z)1fEF} 在 Y 中 的 闭 包 F(z) 紧 致 ， 

(让 ) 五 为 闭 集 ， 
那么 下 是 紧 致 的 . 


B 例题 


函数 空间 是 直接 以 函数 (映射 ) 为 “点 ”而 建立 的 空间 概念 . 在 定义 空间 X 以 及 取 值 空间 
Y 的 基础 上 增加 了 一 个 层次 . 做 函数 空间 的 问题 ,主要 的 要 搞 清 楚 各 种 拓扑 结构 的 定义 ( 即 
定义 拓扑 时 所 用 的 子 基 , 基 , 邻 域 基 等 ,不 必要 求知 道 开 集 的 具体 形式 ), 以 及 通过 函数 在 某 
些 点 或 某 些 子 集 处 的 值 使 定义 空间 XX, 取 值 空间 Y 的 行为 与 函数 空间 的 行为 联系 起 来 ， 使 
两 个 层次 间 的 信息 相互 传递 . 

6. 3.1 证 明 : 如 果 义 为 完全 正则 的 TT 空 间 , 那 么 才 (X,E') 在 (多 (X,Y),t,) 中 稠密 - 

证 VY fE. 多 (X,E) 以 及 包含 f 的 定义 基 的 成 员 

' B= A lglg(x,) € U,)}, 

其 中 V i zwEX，U; 为 f(z) 在 思 中 的 开 今 域 .并 不 妨 芒 定 学 j 时 ,学 

我 们 证 BN(X,E') 关 Y, 即 存在 连续 函数 g:X 一 局 使 Vi g(x;)EU,, 为 此 Yi, 任 
取 wuEU， 使 4 关 1. 由 于 Y i， {zj|1 志 jn, j 关 让 是 不 包含 x; 的 闭 集 , 故 存在 连续 函数 
8i: 久 之 忆 使 gi:(z)==ai; ji 时 ,gi(zxj) 二 1. (这 是 根据 X 是 完全 正则 的 , ,的 ,以 及 
[0,1] 与 [4,1] 或 [1,a] 同 胚 ). 


V XEX 令 g(r) = ] [se), 则 得 连续 函数 8:X 一 已 ， Vi, g(t) 一 ae 从 而 


7 一 上 


f € 容 (X 五) ， | 口 
6.3.2 设 式 ,7 为 拓扑 空间 , (F(X， y) ,rc) 为 同 巴 紧 - 开拓 扑 的 函数 空间 ， 证 明了 可 以 
芷 和信 (F(X,Y) ,re). 口 


证 记 宇 ,=({JE 多 (X,7)| 和 是 常 值 的 }C 冤 (和 ,了 )， 
VyEY, 令 Py) EB 为 VY XE X, HY) (rT) 一 小 
由 此 定义 了 一 个 映射 gq :YY 一,, 显然 p 是 一 一 的 . 又 对 安 。 的 每 个 子 基 元 S(C;G) 门 多 ,, 显 
然 有 p11(SCC,O) 站 多 ,)=G, 它 开 于 了, 所 以 9 连续 . 
现 设 G 开 于 Y,fEqG), 任 取 xEX, 则 S({r},G) 门 多, 开 于 儿 , 且 
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和 ESCzhc) (1 GC (0), 

所 以 PC) 开 于 客 。 故 gp 也 是 开 上 映射 ,从 而 了 与 客 " 同 胚 , 即 了 可 能 人 (多 (X,7),rc)( 实 际 上 
我 们 证 明了 了 可 由 入 《多 (X,，Y) ,re》). 口 
注 由 这 道 题 的 结果 可 知 , 对 任 一 遗传 性 质 P. 若 (多 (X,Y),rtc) 有 了 P 了 , 则 Y 也 有 了 P. 

6.3.3 设 R=.(N, 忆 ), t,t 分 别 为 R*" 上 按 点 收 敏 的 拓扑 ( 即 积 拓扑 ), 箱 拓扑 ， 
与 一 致 收敛 的 拓扑 . 
(1) 比较 这 三 种 拓扑 ， 
(2) 判断 下 述 映射 fgsh:E—R" 在 这 三 种 拓扑 下 的 连续 性 . f,g,h 的 定义 为 :YE 
五: ， 
f0) = (tt,21, 3 nts), 
g(t) = (tty ,te ), 
h(t) = (Ft Bet 
(3) 判断 下 述 序列 ,7,56,B8:N 一 R" 在 这 三 种 拓扑 下 的 收敛 性 ,它们 的 定义 为 Y nEN， 
ea) = (0,0,. ,0, nn, ), 
n 一 1 个 
9(n) = (0,010, 十 ， 十，')， 
nn 一 1 个 
En) = ( 方 ,地 ,es 二， 0,0,1)， 
Bln) = (二 ， 
解 (1》〉》 由 于 芭 的 每 个 邻 域 基 的 成 员 
B(x,e) ={yE RIVi, |z—y| < e) 


= | 一 和 yi; 十 E) € Te. 
i€EN 


工 ， 0 0 0) 
n 


所 以 , 若 CErm， 必 有 CEm. 
从 而 
Tt, CT CT 
再 由 下 面 关 于 函数 的 连续 性 或 序列 收 化 性 的 不 同 , 可 得 这 三 者 是 不 等 的 . 
(2) 易 见 在 7 之 下 f,g,h 都 连续 ,因为 每 个 p,f/，p,g，prh 都 连续 . 
在 式 之 下 ,可 证 了 不 连续 ,g,h 连续 . 
事实 上 ,VY 1€EE!, e>0， 
当 # 关 t 时 ,总 3 nEN s.t. nlt 一 t' | 之 e, 即 
f(t) & BOfG),e)., 
对 于 g,h, 只 要 |z 一 | 过 e 就 有 
f(t) € BUG),e), Pt) € BUG) ,e). 
所 以 f 不 连续 ,而 g,h 连续 . 
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在 吉之 下 ,Yt 天 t 总 j nEN Ss.t. 
二 一 如 六 直 ， 更 有 nlt 一 ?之 南 , lt 一 ?| 之 闯 ， 
所 以 对 于 mm 的 包含 p() 的 邻 域 基 的 成 员 
= 1 1 
B= 1 ‘gw 去 ' HH) 十 去 )， 

就 有 Y i Ft, p(t')&B. 其 中 9(t) 分 别 表示 f(1) SEC) ACE)， 所 以 fgsh 都 不 连续 . 

(3) 易 见 在 Tp 之 下 ,和 7750 都 收敛 于 40,0,… ,0,…)( 因 为 在 Tp 之 下 等 价 于 按 坐 标 
收敛 )- 

由 于 rm 都 大 于 rm， 所 以 在 rm 之 下 每 个 投影 p, 也 都 连续 ,从 而 R” 的 每 个 序列 在 
Ts Th 之 下 收敛 必 按 坐 标 收 伍 ， 于 是 题 中 所 给 序列 如 果 收 全 ,它们 的 极限 只 能 是 (0,0,…， 
0,…). 故我 们 只 需 考察 (0,0,…,0,…) 是 大 为 所 给 序列 的 极限 (分 别 在 TusTp 之 下 ). 

在 Tt 之 下 ; 

对 于 eV e>0， 总 3 nE€EN s,t, n>e, 于 是 VY 1 之 1 总 有 S(D & BO,e), 其 中 0O= (0,0,， 
0 所 以 不 收敛 . 

对 于 1,51B'Y e>0, 只 要 取 nEN st 了 二 <e 就 有 VY im (0 800), BOD)}CB(O， 
6 所 以 了,8 也 都 收敛 于 (0,0，…,0，…)》， 

在 元 之 下 : 

由 于 Ct, 故 & 在 吉之 下 也 不 收敛. 


对 于 .5, 取 B 一] 1( 一 小, 二) 为 包含 O 的 拓扑 基 的 成 员 , 则 YnE N, 总 有 元 入 
iEN 


(一 方士 ), 所 以 4(n) & B48(n) 攻 BB, 从 而 3 必 都 不 收 伍 ， 
对 于 B,Y B= | 1G, 其 中 G, 开 于 FE, 匡 0E€GVD,de>0st. (6 )CGNN 
iEN 


G2. 于 是 取 nENs.t, 汪 之 e, 则 Vi 之 nn 就 有 B(i) € B, 故 收敛 于 0. 口 

注 “ 由 这 一 例子 可 见 zt, 对 函数 连续 性 和 序列 收 伍 性 的 要 求 是 自然 的 ,是 与 有 限 乘 积 一 
致 的 ,r, 的 要 求 强 一 些 , 但 我 们 已 知 在 许多 场合 是 有 用 的 ,而 5 的 要 求 就 很 苛刻 了 ,竟然 8g,h 
都 不 连续 ,7,t 都 不 收敛 ,这 样 敬 刻 ,不 仅 难以 令 人 接受 ,而 且 也 失去 了 实用 意义 ,这 也 是 一 
般 不 采用 箱 拓 扑 的 原因 之 一 . 

6. 3.4 设 X,Y 都 是 拓扑 空间 ,又 了 是 完全 正则 的 ,那么 客 (X,Y) 在 紧 - 开 拓扑 下 也 是 
完全 正则 的 (由 B6. 3. 2 的 注 可 见 本 例 的 道 命题 也 成 立 ). 

证 我 们 先 证 两 个 引 理 ， 

引 理 1 设 C 为 X 的 紧 致 子 集 ,Y fE 儿 (X,E), 定义 $B(/)=supf (x)， 则 在 
客 (X ,局 ) 的 紧 - 开 拓扑 之 下 , 印 : 字 (和 ,局 ) 一 到 连续 . 

引 理 1 的 证 明 ” 任 取 实 数 的 开 区 间 (a,65) 要 证 @7'((a,5)) 是 ( 妊 (XK,E'),tc) 的 开 集 ,由 
于 紧 致 集 上 的 实 值 连续 函数 可 以 达到 它 的 上 确 界 , 所 以 

supf(z) bY TEC, fr) <b. 
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记 4= (一 co,a],， 有 8 一 (一 co,0)， 则 
B16)) = Ba, 十 co)) MN BI 0.6)) 
= (FX,E') 一 SCC,4)) NY SC,B). 
其 中 集合 SC(E,G) 是 指 所 有 满足 条 件 f(E)CG 的 连续 映射 的 集合 . 在 本 题 中 都 是 这 个 意 
义 .现在 SCC,B) 显 然 是 (F(X,E'),rtc) 的 开 集 , 又 因 A 闭 于 轧 , 所 以 S(C,A) 为 闭 集 , 即 儿 
(XX,E') 一 S(C,A) 为 开 集 , 从 而 证 明了 $B 连续 , | 
引 理 2 设 X,7,Z 为 拓扑 空间 , 取 定 gE 安 (了 Y,Z),VY fE 儿 (X,Y), 令 和 (f)=gf， 则 
当 宇 (X,Y) 与 咯 (7,Z) 都 赋予 紧 - 开 拓扑 时 ,由 此 定义 的 映射 
V:EXY) 一 GX,Z) 
连续 . 
引 理 2 的 证 明 任 取 罕 (X,Z) 的 子 基 元 S(C,G) 则 
WS(C,0)) = S(C,g- (0)) 
是 委 (X,Y) 的 一 个 子 基 元 , 故 为 开 集 ,从 而 妥 连 续 ， 
现在 证 6.3.4 任 取 JE 客 (X,7)， 以 及 包含 了 的 子 基 元 SC(C,GC). 由 于 /(C) 是 Y 的 紧 
致 子 集 , 且 f(C)CG. 故 由 A4. 4.3 知 3 _gE 安 (了 Y,[0,1]) st g(f(C))={0}, g(Y—G)C 
《1 ). 
现 V hE F(X,Y) 令 
OC) = PV) = supgh (x) ， 
则 由 引 理 1,2 知 如 此 定义 的 映射 
:EX,Y) 一 [0,1] 
连续 , 且 易 见 O(/)=supgf (x)=0. 
VhE HXY)— SC,G), I x ECst. hx) EY—G, 
所 以 
Ch) 一 supgh (x) 一 1. 
这 就 证 明了 ( 儿 ( 卫 ,了 ) ,tc) 是 完全 正则 的 ， 口 
6.3.5 设 卫 为 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ,7 为 拓扑 空间 ,在 安 (X,Y) 上 荆 予 紧 - 开 拓 
扑 . 证明， 
(1) 由 9 (x, 放 = 二 f(x) 定 义 的 
p:X X EX 一 了 
连续 . 
(2) 再 设 Z 为 一 拓扑 空间 , 则 映射 下 :XXZ>Y 连续 的 充 要 条 件 是 由 下 导出 的 映射 
人 :7Z ~ X,Y) 
连续 ,其 中 人 定义 如 下 :Y zEZ. 名 (z)EZ(X,Y) 为 
(Fa) = Fr,z) (Vx EX). 
(3) 设 f,gEBZ(X,Y), 则 与 g 同 伦 的 充 要 条 件 是 在 (F(X,Y) ,rc) 中 存在 连接 /了 与 
g 的 一 条 道路 . (所 谓 f 与 g 同 伦 是 指 存在 下 :六 X[0,1] 一 Y 连续 使 VY zxEX, F(z,0) 二 
fx), F(z,1)=g(7r)). 
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证 (1) YIxfEXX 宫 (7Y) 以 及 MKz 门 = 大 z) 在 了 中 的 开 邻 域 了 ,由 上 了 的 连续 
性 ,3 x 的 邻 域 Uis.t. CUDCT， 

又 和 是 局 部 紧 的 Hausdorff 的 , 故 又 3 zx 的 开 邻 域 Uis,t, U0; 紧 致 . 令 Us=U 站 U;, 由 
局 部 紧 的 Hausdorff 空间 关 是 正则 的 ,又 3j X 的 开 集 Us.t. xEUCUCUsCU,CU,, 从 而 
U 也 紧 致 , 且 

fU) CFU) CD EV. 
于 是 (x,/)EUXS(U,V). 故 忆 XSD TY) 是 刁 X 安 (X,Y) 中 (zj 太 的 开 邻 域 . 又 Y 《y,g) 
EUxS(D,7)，wyg)=8CODJEV RB AUXSUV EV. 
故 2 连续 . F 
(2) ”假定 人 连续 , 则 因 XxX2 


F= 9 Gdx x 名)， wd 9 
故 书 连续， 


反 过 来 ,假定 连续 ,要 证 人 连续 . 我 们 设 mwEZ，S(C,G) 为 XxW 
多 (X,Y) 中 包含 人 (zo) 的 任 一 子 基 元 , 据 包 的 定义 有 VY xzEC，F(x， 
zo) 二 (人 (zoO)) (x)EG 即 F(C, {zs})CG, 由 下 连续 知 广 (G) 是 和 
XZ 中 包含 CX {zo} 的 开 集 , 于 是 F711(G) 人 站 (CX2Z) 是 子 空间 CXZ 中 包含 CX {zo} 的 开 集 ， 
由 Wallace 定理 (B4. 4. 9) 可 得 存在 zo 在 2Z 中 一 个 开 邻 域 克 使 

CxWCFIG) NM GC Xx ZTC FG). 

于 是 Y zEW,rEC, F(x,z)EG, 因此 人 W)CS(C,G). 这 正好 表明 在 zo 处 连续 .所 以 
连续 . 

(3) ”由 ff 与 g 同 伦 ,存在 斑 : 了 XX[0,1j]->Y 连续 ,使 VY xEX, F(zr,0) 二 f(x), F(z， 
1) 二 g(x), 于 是 扣 : [0,1]-> 猴 (X,Y) 连续, 目 人 (0) 二 ,六 (1) 二 g， 即 人 是 儿 (X,Y) 中 连接 f 
与 g 的 一 条 道路 . 


XX, 令 


Y 


注 W=(X,Y) 


Frt) = (fF (4)) C7) 
所 定义 的 映射 六: xX[0,1]->Y 连续 , 且 
F(x,0) = (人 (0))(z) = fx), Fr,sl) = (人 (1))(Cz) = g(x). 

故 与 g 同 伦 . 口 

注 ”映射 间 的 同 伦 关系 显然 是 个 等 价 关系 ,在 这 个 关系 之 下 的 等 价 类 就 叫做 同 伦 类 ,于 
是 由 (3) 可 以 推 知 由 苹 到 Y 的 连续 映射 的 同 伦 类 等 价 于 赋予 紧 - 开 拓扑 的 连续 函数 空间 
客 (X,Y) 中 的 道路 连通 分 支 . 紧 - 开 拓扑 在 同 伦 论 中 是 非常 有 用 的 . 

在 具有 一 致 收敛 拓扑 的 函数 空间 中 ,四 数 序列 的 收敛 是 在 整个 定义 空间 上 一 致 收敛 ， 
这 个 条 件 是 很 强 的 . 在 实用 上 有 时 只 需要 在 多 的 某 一 类 子 集 ( 或 某 些 了 于 集 ) 上 一 致 收敛 就 
够 了 . 于 是 一 般 地 可 以 如 下 来 建立 拓扑 
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设 气 为 瑟 的 一 族 子 集 , 对 于 天 ES 以 及 e>0 令 
Bl(f ,esE)= (gE FXYINY xE Ep rT) gr)) < el). 

(我 们 仍然 假定 ‘了 ,Pp) 为 度量 空间 ),Y fE(X,7Y) 取 一 切 形 如 BCf,e,E) 的 有 限 交 组 成 的 
子 集 族 为 了 的 邻 域 基 , 由 此 生成 的 拓扑 就 叫做 在 < 的 成 员 上 一 致 收 敏 的 拓扑 ,CBA,s, 瑟 ) 
也 岂 了 的 邻 域 子 基 的 成 员 ). 在 这 个 拓扑 之 下 ， 范 数 序列 的 收敛 就 是 在 汉 的 成 员 上 一 致 收 
敛 、 比较 常用 的 , 一 是 取 马 为 X 的 全 体 紧 致 子 集 ( 当 X 是 拓扑 空间 时 ), 所 得 拓扑 就 叫做 在 
X 的 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 的 拓扑 . 另 一 个 是 取 避 为 XX 的 全 体 有 和 界 子 集 ( 当 久 为 度量 空间 
时 ) ,例如 泛 函 分 析 中 ,对 于 定义 在 赋 范 线性 空间 上 的 有 界线 性 算 子 序列 依 算 子 范 数 收 敏 的 
概念 就 等 价 于 在 定义 空间 的 任 一 有 界 集 上 一 致 收敛 ,此 时 作为 算 子 空间 的 相应 的 拓扑 结构 
就 可 以 取 甩 为 定义 空间 的 全 体 有 界 子 集 构成 的 集 族 生 成 的 拓扑 ,下 一 个 例子 给 出 的 结果 是 
很 有 用 的 . 

6. 3.6 设 久 为 拓扑 空间 ,《Y,p) 为 度量 空间 ,证 明 在 宅 (X,Y) 上 赋予 在 紧 致 集 上 一 致 
收 敏 的 拓扑 ( 记 作 rx) 与 紧 - 开 拓扑 二 相同. 

证 ”本题 中 记号 StA,B) 如 同上 题 . 

设 玉 为 了 的 紧 致 子 集 ,G 为 了 的 开 集 ,fES(K,G), 因 f(K)CG, 故 Y XEK elx) 
>0s.t, BAf(x)ye(x))CG, 于 是 1B,《f (xz),e(X)/2)1xEK}) 为 f(KK) 在 Y 中 的 开 覆 盖 , 由 
于 f(K) 紧 致 ,所 以 3 (zyra CC 天 s.t. 


AGOD CUB fr) es)/2) CG. 
令 se 二 min{e(n)/2|1<i<n}, 考虑 B(f ,erK). V gEB(f eK) 有 VY rEKI LEK, 


pf fz)) < ez) /2, 
Pf Cr) gzZ)) 和 PCD) fr)) + pf (x) ,gE(7T)) 
EX)/2 + ES E(x)/2 + E(x) /2 = ECzi). 
即 g(x)EBAf(z) sel(z))CG, 故 g(K)CG， 从 而 
f€B(fe, RK) CSK,G). 
这 就 表明 S(K,G)E rk, 故 有 rcCrx. 
反之 ,假定 ffE 儿 (X,Y)，B(f,e, 民 ) 为 了 的 邻 域 子 基 的 一 个 成 员 .于 是 f(K) 紧 致 , 因 
此 可 以 选取 天 中 有 限 个 点 {x1 ,zx，，,… ,Xx,) 使 
{Bo(f (xi), /3) [i = 1,2,. ,7} 
覆盖 /(K). 令 
kK,= KN Bz), ef3)), 
Gi = B,(f (x),2e/3), i = 1,2,°" 7. 
易 见 天 ; 是 义 的 紧 致 子 集 ,G; 是 的 开 子 集 .下 面 我 们 要 证 明 
f ENS(K,G) C Blfse,K). 
V i, 经 过 计算 可 得 
fK) C BF lx) se/3) CB, (fz),2e/3) = G,, 
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所 以 f ENS(Ki,G). 
又 著 gE 门 SCK ,GD)， 则 Y PECKDCG: 
Y rEK, 因 f/f(K)CU Bf(zi),e/3), 故 有 
K CU Bf re/3) CU BI), 


即 K=UK,, 从 而 3 i， st xEK. 于 是 
PCz) fx)) < e/3, SC) EG,= B,(f (x), 28/3), 
即 plg (x) f(r) )<2e/3， 所 以 
pf (x), gCX)) SPF x) fx)) + pf (x) g(7T)) 
<e/3 2e/3= &. 
从 而 g€B(f,e,K), 即 有 们 SCK,G)CB(f ,eK). 


而 在 rx 之 下 f 的 每 个 邻 域 基 的 成 员 , 就 是 有 限 个 BCf,e,K) 之 交 , 现 在 每 个 B(f,e,K) 
又 是 在 区 之 下 的 邻 域 ,所 以 在 rxk 之 下 的 每 个 邻 域 也 都 是 在 zc 之 下 的 邻 域 ,从 而 rk 性 
综合 上 述 两 方面 即 得 rk 二 tc. 口 
注 ” 作 为 上 述 结果 的 推论 可 得 : 
若 X 为 紧 致 空间 ,了 为 度量 空间 , 则 在 (X,Y) 上 一 致 收敛 的 拓扑 与 紧 - 开 拓扑 zc 相 
同 , 故 此 时 在 名 (X,Y 了 ) 中 一 个 序列 在 之 下 收敛 与 在 tc 之 下 收敛 是 等 价 的 ,也 就 是 此 时 一 
个 连续 函数 序列 如 果 在 rc 之 下 收敛 , 则 必然 是 一 致 收 敏 的 . 所 以 有 时 也 叫 紧 - 开 拓扑 为 紧 致 
收敛 的 拓扑 . 

6.3.7 设 久 为 Er 中 的 有 界 闭 集 ,《Y,p) 为 度量 空间 ,在 安 (RK,Y) 上 取 上 确 界 度量 p*. 
证 明 Y f,g€E(X,Y), f 与 g 同 伦 等 价 于 f 与 g 在 宪 (X,Y),p') 中 有 道路 相连 . 

证 因为 2 诱导 的 拓扑 就 是 一 致 收敛 的 拓扑 ,由 于 斑 紧 致 , 故 二 一 re， 故 由 了 6.3.5 
(3) 即 得 结论 . 口 

6. 3.8 ”证明 Ascoli 定理 的 经 典 形式 : 

设 碟 紧 致 ,在 安 (X, 太 ) 上 取 上 确 界 度量 p* ,如 果 CE(XX,E") 等 度 连续 上 且 为 有 界 闭 
集 ,那么 下 是 紧 致 的 . 

证 已 知 p' 诱 导 的 拓扑 就 是 一 致 收敛 的 拓扑 元 , 又 下 闭 于 儿 (X, 镶 ), (XX,E) 又 闭 
于 《F(X,Y) ,tw) 故 下 闭 于 (9 (X,Y),t). 据 Ascoli 定理 ,只 需 验证 V x, F(z)= {f(x)|f 
EF} 的 闭 包 紧 致 ,又 因 F(r) 是 扬 的 闭 集 , 故 只 需 证 FCz) 有 和 界 . 

V yisys E Flr), 3 fi,f. ER Ss.t. 
ly — FA/2, ly ~ fn) < 1/2. 
又 下 在 上 确 界 度量 p' 之 下 有 界 , 所 以 3 M>0, st VY fg€EF,p'(f,g)<M. 即 VY x 
EX ,f(x ) 一 g(x' 省 二 M， 从 而 ， 
ly yoyo FC + fr) ~ fl + fCr) — yol 
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<M+ 广 二 记 =M+1. 
所 以 F(z) 有 和 界 . 据 Ascoli 定理 (A6. 3.8) 即 得 紧 致 . 口 

6. 3. 9(Arzela 引 理 ) 设 (f,),ew 为 定义 在 闭 区 间 [a,6] 上 的 实 值 函 数 序列 , 如 果 (f,|n€E 
N } 等 度 连续 , 且 在 [a,5] 上 一 致 有 界 , 即 3j M>0 s.t. VY x€[a,b] 及 VY nEN, |f,(x)|<<M， 
那么 必 有 (f,),en 的 子 序 列 在 [a,5] 上 一 致 收敛. 

证 [法 一 ] 对 照 Ascoli 定理 , 记 G={f,|nEN}, 二 Cl G, 则 下 等 度 连续 (A6. 3.7). 
现 只 需 证 Y xEX. F(x) 有 界 ,这 与 B6. 3. 8 类 似 , 读 者 自行 补 上 .于 是 由 Ascoli 定理 即 得 下 
紧 致 .由 于 《4 ([a,6],E') ,zt,) 是 第 一 可 数 的 , 故 子 空间 下 也 是 第 一 可 数 的 ,， 所 以 下 也 序列 
紧 .于 是 4f,),en 有 收 伊 ( 在 之 下 ) 的 子 序列 (f,)ien, 也 就 是 (f,)en 在 [a,b] 上 一 致 收敛. 

[法 二 ] 令 F=Cl.G( 如 上 ), 由 于 下 等 度 连续 ,所 以 FC%([a,6],E'), 在 专 ([a,b]， 
E') 上 取 上 确 界 度量 po", 则 p' 诱导 的 拓扑 正 是 一 致 收敛 的 拓扑 .所 以 了 在 ( 老 ([a,b],E')， 
2” ) 中 是 闲 的 ,对 照 Ascoli 定理 的 经 典 形式 ( 即 B6. 3. 8) 只 需 验 证 下 在 p’ 的 意义 下 有 界 , 读 
者 可 自行 补 上 . 于 是 可 得 下 紧 致 .在 度量 拓扑 下 等 价 于 序列 紧 , 所 以 《f,),en 有 一 致 收敛 的 子 
序列 . 口 ] 

6.3.10 设 久 为 非 空 集 ,(Y,p) 为 度量 空间 ,定义 

d:F(XY) X FX) >R 
为 Y f ,gE .F(X,Y) 
d(f,g) = sup{min{p(f (x) ,g(x)) ,1} Ix € X). 
容易 验证 4 为 .多 (X,Y) 上 的 度量 .证 明 由 4d 诱导 的 拓扑 与 一 致 收敛 拓扑 zt 相等 . 
证 设 CEr, VY fEG3e€(0,1) s.t， 
fEB(fe)CG. 

考虑 在 元 之 下 邻 域 基 的 成 员 B(f,e/2), V gE€B(f,e/2), VY XEX, p(f (rx) ,g(r)) 

<e/2， 所 以 

d(f,g) = sup {min{p(f(x) g(x)),1)|r €E XI e/2 < 
故 fE€EB(f,e/2)CBs(f,e)CG. 于 是 ， GEr，rCr. 
反 过 来 , 若 CErm,V fEG3e€E(0,1), s.t. 
三 E Be)CCG. 
考虑 在 以 之 下 了 了 的 球形 邻 域 Bu(CFe)，VY g€ Ba(lf,e) 
sup (min{p(f (xr) ,g(x)), 1}|r EX}= dd(f,g) 一 e， | 

故 Y xzEX，p(CFGzr)yg(Cr))<<e， 即 gEBCFe). 所 以 By(f,e)CG, GEzw, - 故 元 Cr 从 而 
Tt, = Ta. [Lj] 

注 ”由 这 一 道 题 的 结论 可 知 一 致 收敛 的 拓扑 是 可 度量 化 的 . 不 过 这 个 结论 是 在 (Y,p》 
为 度量 空间 的 条 件 下 得 到 的 . 如 果 将 度量 空间 (Y,p) 换 成 伪 度 量 空间 或 更 广泛 的 所 谓 一 致 
空间 ,这 时 的 就 未 必 可 度量 化 了 . 将 度量 空间 换 成 概率 度量 空间 也 可 以 定义 一 致 收 化 的 
拓扑 . 可 以 得 到 与 了 为 度量 空间 时 一 系列 平行 的 结果 . 读者 不 妨 一 试 . 

6. 3,11 证 明 在 R" 二 =. (N,E') 上 赋予 一 致 收敛 的 拓扑 元， 则 (R"*,z) 是 第 一 可 数 的 ， 
但 非 第 二 可 数 的 ， 
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证 由 的 定义 ,或 由 上 例 均 可 知 是 第 一 可 数 的 . 只 需 证 非 第 二 可 数 . 
令 C=(0,1 六 CR“, 假 定 多 是 的 任意 一 个 基 , 则 
VrEC,IBE Bs.t. TE B,CB(r,1), 
其 中 4 为 B6. 3.10 中 定义 的 度量 .于 是 
HB, = {B.E HBIrEB,CB(r,1)}#A GD. 
令 eC™ UYU%,, 为 选择 函数 , 当 z,yEC 且 zx 隆 y 时 , 记 
cz) = B,, cly) = B,. 

因 d(x,y) 二 1,- 故 x 人 Balys1), 从 而 x 多 B,， 所 以 B, 关 B,. 即 c(x) 关 c(y). 于 是 c 为 单 射 ， 
而 C 不 可 数 ,从 而 %IOUD. 不 可 数 . [] 
6.3.12 设 4d 为 B6.3.10 定 义 的 R" 上 的 度量 ,给 定 x=《(x.),enER"* 及 0<e<1， 令 
B(z,e) 一 | 一 sz 十 日， 


nEN 
证 明 : 
(1) B(x,e)AA Ba(r,e). 
(2) B(x,e) 不 是 (R*,t,) 中 的 开 集 . 
(3) Balr,e) = U Br,6). 


证 (1) 取 kEN s.t. 二 <e, 令 


1 
y= 十 (€ Et (nx € N), 


则 y== 《yi),enEB(zx,e). 因 
d(x,y) = sup < 一 lmEN 一 €， 


故 y 多 By(x ,Ee), 从 而 Blr,e) Br,e). 
(2) ”我 们 证 明 上 面 所 取 的 y 不 是 B(x,e) 的 内 点 .VY 6>0, 取 一 y, 十 6/2，(nEN)， 
则 
z= (Zz) en E Bly,0) 
但 3 iEN st /2， 于 是 
[x zl =|z CO— (y+ 6/2)| 
上 
一 |jE 十 /2 Et > &. 


故 z 冬 BCrve),， 这 就 表明 定义 己 时 的 y 的 邻 域 基 的 任 一 成 员 BC(y,6) 都 不 能 全 于 B(x,e), 所 
以 y&@ 《B(x,e))"， 从 而 B(x,e) 不 是 开 集 . 
(3) ”车 yEBs(zx,e)， 则 
o= (e— d(x,y))/2 > 0, 


人 才 


=e—o=e— ((e— d(xr,y))/2) 
€ 


epl 


7 pdr,y) < 6， 
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易 见 9 之 0 下 面 证 明 yE B(x,6)CU B(z,8 )， 
事实 上 ,Y nE€EN 
[zy | dry)=e— 20=66—0o< 6, 
所 以 YE BILrOCU Br, )， 即 得 
Bal(x,e) CUBCz'5)， 
另 一 方面 , 若 习 Se s.t. yE Bl(r,0), 则 Y n€EN, 
[zy | < 6. 
于 是 d(x,y) 二 supi [x 一 y1| InEN}) 志 6<e 所 以 yE Bsl(x,e). 从 而 
UBCzr,O) C Bu(r,e). 
<e 
故 有 
Bu(x,e) = UB(x,6). [jj 
< 
注 B(x,e) 正 是 定义 5 时 的 邻 域 基 的 成 员 , 帮 (2) 表明 它 仅 仅 是 xz 的“ 邻 域 ", 而 不 是 
开 邻 域 . (1) 表 明 这 个 邻 域 与 4(4 诱导 的 拓扑 恰好 是 zc ) 的 球形 邻 域 是 不 相等 的 . 


C 练习 题 


6.3.1 设 革 是 完全 正则 的 TT 空间, 且 XX 可 数 ,证 明 在 (F(X,E'),7,) 中 ,YY fE€ 
.F(X,E1), 总 存在 儿 ( 久 ,B') 中 的 序列 (f,),en 收 合 于 了 
6. 3.2 设 扩 :[0,1]- 瑟 ,zhzGOaEN)， 证 明 销 数 序 列 在 4. ([0,1], EE'), zz) 中 收 
全 ,而 在 4 多 ([0,1],E'), ) 中 不 收敛 . 
6.3.3 设 广 :已 一 已 定义 为 
1 
3 1 2 
(ZX 一 一 和 十 1 
n 


f(x) = (n € N), 
fu:El— EFE', ri 0. 

证 明 : 

(1) 《fi)wen 在 (FCE',EE'), TT) 中 收 合 于 ff 

(2) 《fen 在 CF(B',E'),z,) 中 不 收 合 . 

6.3.4 设 4={(a) ,enER*|Ij iEN s.t. Vi 4, 二 0), 在 R” 上 取 一 致 收 合 的 拓扑 
t， 试 求 Cl A. 

6.3.5 设 XX 为 非 空 集合 ,(Y,p) 为 度量 空间 ,Z 为 任 一 拓扑 空间 ,p,:Y* 一 Y 为 第 x 个 
投影 ,车 在 六 =. (X,Y) 上 赋予 一 致 收 钙 的 拓扑 z ,证明 

f/:Z>Y* 连续 今 F (Z,Y) 中 的 函数 族 ={p.。 放 ,ex 等 度 连续 . 

6.3.6 设 关 为 拓扑 空间 ,《Y,p) 为 度量 空间 ,f,:X>Y(nEN) 连 续 ，(x,),en 为 站 中 收 
第 于 工 的 序列 . 证明: 如 果 (f,),en 一 致 收 傅 于 f， 则 (f(z))sen 在 了 中 收敛 于 f(z). 

6.3.7 设 久 为 非 空 集合 ,如 果 函 数 族 下 C.F (X,") 满 足 条 件 . 

. VY rEX, F(X)= (f(x)|fEF} 都 是 有 界 的 ， 
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则 称 下 是 点 态 有 界 的 ;如 果 3 M>0s.t， YxEX 以 及 Y fEF 都 有 f(x) 省 <M. 则 称 下 是 
一 致 有 界 的 ,证 明 : 
(1) 如 果 六 是 紧 致 拓扑 空间 ,FCF (X,E") 等 度 连续 , 且 点 态 有 界 , 则 下 一 致 有 界 . 
(2) (广义 形式 的 Arzala 定理 ) 设 呈 为 紧 臻 空间 ,4f,),en 为 .F(X,E") 中 的 序列 ,如 果 
一 {f,1nEN} 等 度 连续 且 点 态 有 界 , 则 4f,),en 必 有 在 立 上 一 致 收 化 的 子 序列 . 
6.3.8 设 X 为 正则 空间 ,7 为 拓扑 空间 ,2 是 Y 的 一 个 拓扑 子 基 ,那么 噬 (X,7) 的 子 
集 族 
= {S(K,U)|IK CX 紧 致 ,UE€ 2 
是 ( 才 (其, 了 ) rc) 的 一 个 子 基 . 其 中 
SC(K,U)= {f €E GX EKR) CU). 
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部 分 练习 题解 答 


1.1.9 (1) pi 与 6 等 价 . 事实 上 ,由 于 


时 — (CO 一 一 全 


j 丰 (一 11)- 一 R zh fi(r)= Tz 


jz 

都 是 连续 的 单调 增 函 数 , 故 及 的 p, 开 球 与 开 区 间 等 价 . 

(2) pa: 与 2 不 等 价 , 而 且 它 们 诱导 的 拓扑 不 可 比较 . 这 是 因为 (一 1,1) 是 R 的 p- 开 集 
却 不 是 cz- 开 集 , 又 任 一 以 0 为 中 心 的 e:- 开 球 却 不 是 op 开 集 . 

1.2.10 设 iEA 一 B,， YUEAN(zr), 首先 由 于 x&@B,3IVEN (x)r st， VC 万 ， 
又 由 UNVEAN(zx), xE€A, 有 UNMVNA 关 BG. 于 是 

UNGA—BOUNANYGEBOUNANVA SG. 

故 zxE 4B. 从 而 A 一 BCA 一 BCA 一 E. 

例 半 =E'!, A==(0,2), B= 二 (0,1] 门 Q, 则 

A—B=0,2], A—B=[i,2], A—B= [0,2]. 
1.3.4 (1) 令 4=(z)cNECIVi rxEQ), 则 A 可 数 , 设 Ef=《r)ienEC, Yes>0， 


naQ, j= 二 1,2,…， 则 Cai)cn 与 (zw)ewx 有 相同 的 极限 , 故 a 一 < 


ba 


、 E E 
选取 aiE Ti zi 十 ?十 了 
(ai)jen€E 4, 且 p(6,a) 一 本 <e, 故 4 稠密， 


(2) 设 4= 人 (jen 是 号 的 任 一 可 数 子 集 ,其 中 总 =(o)iew, 再 令 =《zxi)ien, 其 中 
_f2 车 la| 委 1， 
| 车 dx| > 1， 
则 EB 有 HY 5,EA, pl(8,5,) 宇 1, 故 4 不 稠密 . 
1. 6.14 “=>” 令 C=Y 一 (/(X 一 让) 即 合 要 求 . 
“< 一 ” 设 G 开 于 XX, 令 下 =X 一 G, B= 二 了 一 f(G), 则 Df '(B), 于 是 存在 Y 的 闭 集 C 
使 BCC, 且 广 :CC)CF， 即 得 Y 一 CCf(G) 且 (ONG= 名 ,所 以 CN f(G)== 名 ,从 而 
f(G)=Y—C 开 于 了 . 


1. 6. 20 因 [0, 寺 ) 开 于 [0,1)， 而 .F([o, 寺 )) 不 是 9 的 开 集 , 故 广 不 是 同 胚 ( 注 . 不 少 
初学 者 误 认为 上 是 同 胚 ). 
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1.6.21 比较 下 表 中 (Rn 所 具有 的 性 质 即 得 . 


(R,r) 
1 2 3 4 5 6 7 8 
性 质 
DAM 
Lindelof Vv Vv Vv Vv Vv XxX 
SA x 


1 
单 点 集 都 是 闭 集 | 


< 

< 
“ 
“ 

< 


1.7.7(1) [0, 二 )X[0, 荆 )Er 一 r"…， 因 为 0, 于)X {0} 中 的 点 在 r 之 下 不 是 [0, 广 )X 
[0, 去 ) 的 内 点 ,又 10)X[o, 计 )Er 一 r, 故 r 与 不 可 比较 ， 
(2) 的 每 个 子 基 元 都 属于 ,而 {0}X[0, 方 )Ezv 一 ,所 以 r 宝 z， 


(3) 的 任 一 子 基 元 都 属于 人 ,而 { 广 }X[0,1) Er 一 r* ,所 以 r' 和 7. 

2.1.10 车 有 wm<aw<as 使 广 :(a) 都 是 非 空 可 数 集 , 则 由 B2.1.7 知 4= 色 一 人 "(4ai， 
we) 连通 ,但 据 介 值 定理 ,{(J(4) 门 (一 coyaz), Fa4) 站 Co, 十 co)) 是 4) 的 分 解 ,导致 了 巴 
盾 . 将 搬 换 成 S" 类似. 

2.1.13 由 B2.1.10(2). 4 在 G 中 既 开 又 闭 ,所 以 要 4 二 多 4, A 站 G= 4， 从 而 

Bdix4= ANMmZA=ANMNGGCSGN GG = BdxG. 


当 G 有 无 限 个 连通 分 支 时 ,结论 不 真 ,例如 X=Q, G=(0,1)naQ， 4= 人 二 


2.3.4 令 G=Be| (0,1),3) NC, G,= Bi (0,1), 计 ND， 则 {0}X( 广 ,1] 是 G 的 
连通 分 支 但 不 是 C 的 开 集 , {140,1)} 是 Cs 的 连通 分 支 但 不 是 DD 的 开 集 . 
3.1.12 用 归纳 法 构造 渐 缩 序列 {F,),en 必 .以 及 闭 区 间 套 (1,) ,en 使 VY n, FCC1l,， 


2 有 
dd0)<| 和] ; 


首先 3 FEF s.t. SCFD< 二 ， 于 是 3 7 st F,Ch 有 301)<4 现 假定 4<n 一 1 


2 


时 ,{F,}，{I,} 都 已 作出 , 则 3 GE st 5(G)< 于 | 二 , 令 下 二 G 门 F,1, 则 了 的 左 


边 性 或 右边 了 必 有 一 个 包含 下,, 取 作 了, 即 合 要 求 . 由 区 间 套 定理 得 单 点 集 (zo) 一 门 .。 则 
可 验证 x 符合 要 求 . 

3.2.1 [法 --] 设 . 多 =q(5), 易 证 多 Uw 具有 有 限 交 性 质 , 可 生成 滤 子 只, 故 存在 
的 子 网 7 使 光一 愉 7 ， 则 了 合 所 求 ， 

[法 二 ] 令 A={(d,A)|d€ED, 4Eo 且 mmE4) 定义 人 ,47<(d hd <d 
且 41 汪 4,, 再 令 k: A>D，(d,4)Hd, 则 7=#， 合 所 求 . 

3.2.6 对 于 拓扑 空间 X 的 任 一 网 $, 都 有 
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(1) Adhe=U!{LimyiyECNCX) 且 存在 上 的 万 有 子 网 六 一介 ， 

(2) Limé== 门 {Adh7|7ECN(X) 且 存在 的 万 有 子 网 7 一. 

[法 一 ] 简 接 证 明 , 利 用 网 与 滤 子 的 相互 关系 ,由 C3.1.11 转移 过 来 ， 

[法 二 ] 直接 证 明 .(1) 只 须 证 左 端 己 右 端 . 

设 zEAdhé, 则 存在 € 的 子 网 7s.t， xELim nh. 办 又 存在 万 有 子 网 7 ， 取 7E 
CNCX) st 1 一 六 就 有 YELim7. 

(2) 只 须 证 右 端 所 左 端 . 车 x&Lims, 则 3 UE.YCr) s.t. 常 在 才 U. 于 是 4 一 (deE 
DI&Cd)EU) 是 咏 的 共 尾 子 集 , 故 引 s。 是 6 的 子 网 ,显然 多 Adh(&1s), $1, 的 万 有 子 网 7 
也 是 二 的 万 有 子 网 且 x 人 Limy"' 一 Adhy' ,选取 7ECN(X) s.t. 7~7" ,当然 有 x Adh”. 

3.3.2 [法 一 ] 用 网 . 

Y (ry)EXXY, 设 =reyyz)zev 为 XXY 的 网 ,是 (x,y)ELim6. 令 
7 一 《roo9rasy4d))zep， 则 7 为 XXXY 的 网 , 且 

gog(d) 一 gzy) = fr pras ya)) = f° Tld). 
由 于 人 x,9x,y))ELimy, 故 

gzyy) = fr Pry)) E Limf -7 一 Limg。6， 
所 以 g 连续 
[法 二 ] 用 滤 子 . 令 
hh:XxXY— XxXY, (ry (rx,Hr,y)), 
则 g=f :hh. VY (ryy)EXXY, 设 .多 为 XXY 的 收敛 于 (x,y) 的 滤 子 . 则 rzELimnzp (到 )， 
HX y) ELimg (FF), 因 pih=p, pah=9, 故人 (rpCryy))ELimh (多 ). 
gxTsy) = fohlr,y) = fr, Pr,y)) 

E Limf hh’ (FF) = Lim(fh)’ (7) = Limg'(F). 
从 而 g 连续 . 

4.1.6 [法 一 ] 证 必 f 是 开 集 ,注意 到 (zr,y)E 儿 fy 隆 f(x)，, 仿照 B4.1.5(1). 

[法 二 ] 利用 网 . 设 上 6 一 (zzo))vep 是 了 中 的 网 且 (z,y)ELime， 则 xE 
Lim(zyyoeoy yELimCf(xs))zevo， 由 上 了 的 连续 性 与 极限 的 唯一 性 得 y 王 Arz)， 即 人 zyyyE 
/. 


TE Limpi (FF), yyE Limp; (). 

又 容易 证 明 外 (9 ) 二 "(py (这 )), 玫 是 由 的 连续 性 与 极限 的 唯一 性 得 y= 二 f(x). 

4.1.9 当 i 宇 3 时 , 设 卫 二 RR, 友 为 通常 的 拓扑 ,Ts 为 B4.1.9 中 的 拓扑 , 则 区 Ct，‘ 芒 ， 
ri) 既 正则 又 正规 ,而 (X,r:) 不 是 正则 也 不 是 正规 的 ， 

4.1.4 著 (R,r' 正则 , 则 对 于 0 与 不 含 0 的 财 集 4,3 Gi,G; 开 于 BE,B,,B,CA s.t. 

0€G—B, ACG,— B,. 
(GM G2) — (BU B,) = (G0 B) NM (GG,— B,) = 8. 

现在 如 果 Gi 门 Gs 隆 名, 则 由 Gi 门 Gs 不 可 数 ,B,UB, 可 数 而 得 矛盾 ,如 果 Ginc:= 包 ， 
则 GNACG 门 6G:= 多 ,但 GiEA(0), 且 0 在 EE 中 是 4 的 聚 点 ,又 得 矛盾 ,所 以 (RR， 
z > 不 是 正则 的 . 
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4.2.2 “=>” VE5%5(X [0 )， 2Z/=f'((0,1j]) 开 于 XXX, 设 G 开 于 XX 且 xXE€EG,， 
则 存在 f€E 才 (XX,[0,1]D) 使 f(x)==0, (FO)CI{1). 令 g:X>[0,1], yl 一 f(y), 则 工 
EZCG, 故 {21|fE 安 (X,[0,1])) 是 (X,r) 的 一 个 基 ， 

“< ” 设 TEX, 下 为 到 的 不 含 x 的 闲 集 , 则 3j f€E 儿 (X,[0,1]) st xE€E2Z/CEf. 令 


f(y) 
fr) 


g:X—1{10,1], yh> 1 一 


则 g 连续 且 g(x)==0, gCF)C{fl}. 所 以 六 完 全 正则 . 
4.2.6 设 A,B 为 (XX,p) 的 任意 两 个 不 相交 的 非 空 闭 集 . 令 


f :XC01], zh fr) 一 一 PC 人) 


p(x,A) 十 p(xr,B) 
即 知 (X,o) 正 规 , 

4.3.4 因 工 =RX1{0) 是 切 盘 拓扑 空间 的 离散 的 闲 子 空间 , 故 工 不 是 可 数 紧 的 ,从 而 
《 久 ,T) 本 身 也 不 是 癌 数 紧 的 . 

4.3.1] 设 lzisyya)wen 为 外 XY 的 任 一 序列 ,由 假设 条 件 可 知 (x,)sew 有 收敛 的 子 序列 
Cir,)iens 极限 为 z, 而 (y,)ien 有 接触 点 y, 则 Cx,y) 是 《zi， ys)ien 的 接触 点 ,也 是 《zs yi) ex 
的 接触 点 , 故 XX7 是 可 数 紧 的 . 

4. 5.2 (1) 不 是 第 一 可 数 的 ，(2) Lindelof 性 与 第 二 可 数 性 不 等 价 (B1.5.6)，(3) 易 
见 QXxQ 是 切 盘 拓扑 空间 的 可 数 的 稠密 子 集 , 故 可 分 . 但 它 的 子 空 间 RX 10) 却 不 是 第 二 可 
数 的 ,从 而 4(X,r? 本 身 也 不 是 第 二 可 数 的 . 所 以 (1),(2),(3) 都 不 可 度量 化 . 

4.5.7 由 [1] 例 5.2.1 或 本 书 B5.2.9 知 切 盘 拓扑 空间 是 完全 正则 的 工 的 , 故 S 也 是 
完全 正则 的 T 的 .又 

B= {Bn re) ryr EPN GQ XQ),eE (0,7) 1 9) 
U {BOrorD sr) UY {fri,0) tlir EQ,rE (0,++ 0) NN Q) 
是 S 的 一 个 可 数 基 , 故 由 Urysohn 度量 化 定理 即 知 S 可 度量 化 . 
4.5.9 显然 了 连续 , 故 FOX) 紧 致 , 从 而 为 闭 集 . 如 果 x 冬 FOX)， 则 了 e>0s-t， 
有 Crye) 门 FCXD) 一 放 ， 令 三 Ti 一 re 一， 则 Y7z<c7 
PXTj) 一 DO fr; 1)) = pz, Xj) = 
= p(Xiyf (x).)) Se. 
于 是 《xs)en 无 收敛 的 子 序列 ,与 下 紧 致 世 盾 .所 以 f(X)=X. 

现 设立 二 N 是 离散 的 ,f : N 一 N, zhz 十 1， 显 然 f 是 保 距 的 ,但 不 是 满 的 . 

4. 5.10 VY xEX 以 及 收 伍 于 蔗 的 序列 (zx,),en, 令 A={x)U{xrlnEN), 则 4 紧 致 . 
由 于 fl4 连续 , 故 (f(x,)),en 在 Y 中 收敛 于 f(x), 所 以 和 在 X 上 连续 . 

5.2.6 YXxEGIUELV(X) 5s.t,. UU 紧 致 , 因 X 是 Hausdorff 的 , 故 U 闭 于 X. 又 j]V 
Ers.t. Inte U=V 人 NG 且 VCX=G, 故 由 Bl.2.16 得 V=V 门 G. 于 是 zxE€ElnteUCVC 
VGCU=UCG. 从 而 GEr. 

5.2.9 车 右 局 部 紧 , 则 VY xEH,3 e>0 s.t. B, (zx,e) 紧 臻 .VnEN 令 

一 《Ti 二 


则 关 EB (x,e), 且 当 i1 关 j 时 ,pu(x，z) 二 V2e, 故 《x"),en 无 收 伍 子 序列 ,与 BCx,e) 的 
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紧 致 性 矛盾 . 
6.2.1 考虑 已 的 一 点 紧 化 妃 Ufco)， 令 g:X> 户 UU{o0} 为 
h(tr), 了 所 ”1 
8 -人 工区 .SS 1， 


村 


其 中 太 ， 久 一 Si 一" 为 同 胚 | 比如 "TT ， 现在 r= 二 r(p), 可 以 验证 9 为 商 
映射 ,从 而 完成 证 明 . 

对 于 9 的 连续 性 ,只 需 验 证 Y rzES ,9 在 z 处 连续 . 对 于 co 的 邻 域 基 中 任 一 成 员 耿 
二 (Ut{oo0)) 一 F, 其 中 为 户 的 紧 致 闭 集 . 取 忆 = 王 X 一 AICP)， 由 于 请 -ICGF) 紧 致 , 故 在 和 
中 为 闭 , 即 UE.ANx(x), 且 易 见 KDJICTY， 所 以 9 连续 . 

再 证 Y GCE"U{coo), 车 yg1(G) 开 于 久 , 则 GG 开 于 声 U {oo0). 事实 上 ,车 oo&G, 则 
9 CC) 一 AT (G) 结 论 成 立 . 车 oo EG, 则 S"-1Cy1(G), XX 一 yg 1(G)CX—S"-!. XX 
9 (G) 是 民 的 闭 集 , 故 紧 致 ,从 而 是 X--S 的 紧 致 闭 集 . 而 gCX 一 yg 1(G))=h(X 一 gy 
(0G)) 是 所 的 紧 致 闭 集 ,所 以 G=(E"U{co)) 一 HX 一 g 1(G)) 是 UU {oo0} 的 开 集 . 

6.2.6 令 : [0,1]x[o,1]->T 为 Y (zx,y;E[0,1]x[0,1] 

f(x,y) = ((2 十 cos2xx)cos2xy, (2 十 cos2xr)sin2ry, sin2rr), 

则 不 难 检验 +r 二 r(f), 下 为 连续 满 射 ,由 [0,1]X[0,1] 紧 致 ,TT 是 Hausdorff 的 , 故 得 基 /r 与 
全 同 胚 . 

6.2.11 令 f1 记 >， (zx,y) 上 7 十 yy 则 了 为 连续 满 射 , 且 +=r(f)， 不 难 证 明了 是 
商 映 射 , 从 而 2/r 与 E! 同 凸 . 

注 从 直觉 上 ,f 将 抛物 线 += 一 y: 十 c 上 的 所 有 点 都 粘 合 在 一 起 ,用 抛物 线 的 顶点 作 
代表 正好 构成 + 轴 . 

6.2.13 (3) 设 z'=g(x), ERX10),U 为 xz' 在 户 /r 中 的 开 邻 域 , 使 Cliz,,U 紧 


致 .VY y€ERX1{0}Cog !(U), 邻 S=3p(y Gq (VU))>0, 再 令 G= 二 UU{B(ly,e,)|yERX 


{0}}, 则 G 开 于 FB 且 RX{0}CG. 由 Vy=(y,0)ERX1{0)， ynFe) Eg VU) -GC 
9 (Claz0) 一 G, 知 g 1(Clgzj,U) 一 G 是 E? 的 无 界 闲 集 ， 从 而 存在 由 EF 中 与 Rx (0}) 不 相 
交 的 开 集 组 成 的 go '(ClszU) 一 G 的 覆盖 史 , 它 没有 有 限 子 覆盖 , 则 
8 = {6° CE/G =aV ,VEYU {0G)) 
是 ClzzyU 在 FV/r 中 的 一 个 开 覆 盖 , 它 无 有 限 子 覆盖 ,这 与 Clsz,U 的 紧 致 性 矛盾 . 所 以 应 /r 
不 是 局 部 紧 的 . 
(4) 设 x'==g(x), +ERX1(0}, x" 有 可 数 的 开 邻 域 基 {U,) ,ew.Y nEN 令 
.一方 p(n,ZU,), 将 
《1 el ,2,62) (ye 

(1, —e), (2, — gs) ys (ny — eo) se 

两 组 点 分 别 顺 次 用 折线 相连 . 令 G 为 (一 co,1)X( 一 eye) 与 上 述 两 折线 间 所 夹 区 域 (不 含 


折线 ) 之 并 , 则 gq(G) 为 zx" 的 开 邻 域 ,但 VY n, [Co(G)， 引 起 矛盾 ,所 以 E?/r 不 是 第 一 可 数 
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的 . 
6.3.2 令 f:10,1]>E!' 为 
0， 0 妇 忆 1]， 
1， T= 二 |， 
容易 证 明 在 去 之 下 , 《fi)en 收 敏 于 了 ,由 于 4 多 (10,1],'),7r,) 是 Hausdorff 的 , 故 (f,),en 
的 极限 是 唯一 的 .如果 (f),en 在 之 下 收敛 ,其 极限 也 是 在 zt 之 下 的 极限 ,从 而 只 能 是 了 ， 
然而 f 和 多 安 ([0,11,E'), 这 与 妇 ([0,1],E') 在 区 之 下 是 闭 集 相 承 盾 ,所 以 《f,),en 在 吉之 下 
不 收 敏 . 
6. 3.8 设 SCK,U) 为 = 的 任 一 子 基 元 ,JES(K,U) 其 中 U= 昌 wa 是 2 的 有 限 个 


成 员 之 交 . 由 于 义 正 则 ,下 紧 致 , 且 天 C 广 !(U) 一 电 广 (0 ， 故 存在 天 在 X 中 的 开 覆 盖 
(GE 一 1 及 人 加)C4 ,使 Vi GCF '(U), 于 是 f(GiNK)CU,. 
假定 U0, 二 内 Vi, 其 中 ViE 5 由 于 世间 K 紧 致 , 故 S(GK,YDE 现在 


f(x) = 


n 加 四 n mi) _ . 
f ENSG, 站 K,U,) = NSG; 门 K,V!) C SCK,U), 
且 PCr, 所 以 本 是 + 的 子 基 .、 
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附录 。 有关 集 论 知识 提要 


1 集合 代数 
集 , 族 ,类 , 系 等 都 是 集合 的 同义词 . 集合 的 元 素 也 叫 元 ,成 员 或 “点 ”, 本 书 采 用 下 述 符 
号 : 

ACB 表示 4 为 B 的 子 集 ,4 可 以 等 于 B. 

A 一 8 或 名 4B 表示 B 在 A 中 的 (相对 ) 补 集 , 即 A 一 B= 儿 4B 二 (rlr€A 且 x&@B). 当 
在 某 个 固定 集合 4 中 讨论 问题 时 ,B 为 A 的 子 集 ,B 在 4 中 的 补 集 就 简称 B 的 补 集 并 记 作 
GB. 

.22(4) 表 示 由 4 的 所 有 子 集 为 元 素 的 集合 族 , 叫 做 A 的 器 集 ， 

R 一 (x|x 为 实数 }， Q= (zlz 为 有 理 数 )， 

N= {nln 为 自然 数 }， Z={zx|z 为 整数 ). 

其 它 有 关 和 集合 的 代数 运算 的 定义 与 符号 都 是 标准 的 . 

下 列 一 些 定律 和 人 性质 经 常 要 用 到 : 

(1) 交换 律 4UB=BU4, AMmB=B8 门 4. 

(2) 结合 律 ”U-ez=(U-er)UCU-e)， 
Nz = NN (Ng,), 

其 中 .= Uy， 9， 71， 都 是 集合 族 . 

(3) 分 配 律 CN (Uw)=U{CNAIAE .wy }， 
CUCMne =nmiCU4I4E -or 

(4) De-Morgen 定律 
C—(U.w)=N(C~AlAE.Y), 
C—((NNw)=U(C—AlAE.r}. 

(5) AN (B—C)= (4ANB)— C= (4—O NB. 

(6) 下 述 诸 关 系 式 彼 此 等 价 : 


(1) ACB, (ii) ANMNB=4, 
(ii) AUB=B, (iW) GE BCYGA, 
(v) ANZB= 8, (vi) (ZA)U B=X, 


其 中 ,X 为 某 固定 集合 , (iv) ,Cv),(vi) 中 4,B 均 为 到 的 子 集 . 
(7) (ANB)X CNMND)= (AxONMNBxD), 
(8) (A—B)XC=(AXC)—(BXO), 
Cx(A4—B)=(CxA)— (CXxB). 
(9) Ax (BNOCO)= AxXBNAXO), 
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(BNMNC)xA= (BxA)NMN CA). 

(10) AxX (BUC)= (AXB)U(AxO), 

(BUC)YxA=(BxXA)U CXA). 

I 关系 与 映射 

第 卡 儿 积 半 XY 的 子 集 r 往 和 关 XY 则 做 革 到 了 的 一 个 关系 , ‘rz,y)Er 就 说 7 与 y 是 广 
相关 的 ,可 记 作 xry. 

Dom(r)= {x €E X|IJy EYS.t. (r,y) Er 
叫做 7 的 定义 域 , 设 ACX, 记 
本 = (y€E YIIrE As.t. (r,y) Er}). 
r(X) 叫 做 > 的 值 域 . 当 A={x} 时 ,也 记 r({r}))=r[zx]. 
当 Y 了 一 XX 时 ,就 说 rr 是 久 的 半天 - 轴 果 大 Dom(r) 一 X， 就 说 -是 上 的 关系 ， 
idx = ((x,X)|r+ € X} 
叫做 和 上 的 便 等 关系 ,也 叫 民 XXX 的 对 角 线 . 
设 rCXXY, 令 rr!=((y,XY)EYXXI(r,y)Er), 称 r :为 r 的 道 关 系 . 
设 rCXXY, sCYXZ2Z, 令 
sor={(r,z EXXZIIyEYSL. (zy ErAly,z) Es}, 
称 s。r 为 r 与 :的 复合 关系 . 

对 于 X 中 的 关系 ~, 如果 V xEX 都 有 xrr,， 则 称 7 为 自 反 的 ;如 果 Y zyyEX，zry 一 
?rz， 则 称 ~ 是 对 称 的 :如果 Y zy*zEX，(Cxzry 且 yrz) 志 xrz 则 称 v 是 传递 的 ;如 果 r 同时 
是 自 反 的 ,对 称 的 ,传递 的 , 则 称 > 是 X 上 的 等 价 关 系 . 

设 - 为 和 上 的 等 价 关 系 , 若 zry， 则 称 过 与 y 是 >- 等 价 的 ,r[zj 一 人 ?EX1zry} 叫 做 以 
为 代表 的 等 价 类 ,和 的 子 集 族 {rLz]lzEX) 叫 做 的 modr 商 集合 , 记 作 XX/r. 

定理 .1 设 和 ,7,Z,WV 为 集合 ,rCXXY, sCYXZ, tCZXxWW, 则 

(1) (r 1!=r, (2) ro idx=idy ° r=r, 

(3) (se 1) =r "log ', (4) to (sor)=(t° s) oor, 

(5)Y ACX, (s°r)(A)=s(r(A))., 

定理 I. 2 设 r 为 XX 上 的 等 价 关 系 , 则 

(1) VY rEX, rELzj, 从 而 [zj 关 2. 

(2) Y x,yEX, [rj=[ylSzrry, [zjf\[yj#B=[Lrj=[y]. 

其 中 [xj,[y] 是 7r[Lxj,rLyj 的 简写 . 

设 f 为 非 空 集 XX 到 非 空 集 Y 的 关系 ,如 果 YV xEX, 集 合 f[xzj 二 {yEY|(x,y)E 了 ) 怡 
有 一 点 ,并 将 这 一 点 记 作 f(z), 我们 称 f 为 了 到 Y 的 映射, 写作: XX->Y, 叫 了 f(x) 为 x 在 
下 的 像 或 值 . 为 明确 表示 f 所 确定 的 关系 , 常 记 为 

f:X>Y, xh f(r). 

设 4 为 XX 的 子 集 , 映 射 

ia: A—X, rh i(r) = 7, 
叫做 包含 映射 , 当 4 一 X 时 ,mm 一 ix 叫 恒 同 映射 ， 

若 卫 :和 > 了 YAz) 一 yy 为 了 中 国定 的 点 , 则 称 /为 常 值 映射 . 
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E: N 一 X ,mahea) 一 zi， 明 做 和 的 序列 ,也 记 作 6 一 (zcN， 
设 - 为 X 的 等 价 关 系 ,g : X->X/r， zj>g(x) 二 r[xj, 称 g 为 自然 映射 . 
设 : XY, ACX, BCY， 则 
f(A)= {f(r) EYIrE A)} 
叫做 4 在 了 之 下 的 像 ， 


f°'(B)= {rE€E XIf(r) € B) 
叫做 BB 在 了 之 下 的 原 像 . 

设 了 :XX 一 Y 如 果 VY myzEX，FGzrD) 天 xz) 则 称 三 为 单 射 或 说 是 单一 的 ; 若 A(X) 
=Y, 则 说 了 是 满 射 ; 若 了 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 f 是 一 一 映射 (注意 ,在 有 些 著 作 中 把 单 
射 叫做 一 一 的 ,我 们 不 这 样 称呼 ). 

如 果 有: X 一 YY 是 一 一 映射 , 则 道 关 系 广 :也 是 映射 ,叫做 f 的 逆 映 射 . 并 由 (f°') 一 
了 知 f 也 是 广 ! 的 逆 映 射 ,因此 f 与 广 : 是 互 逆 的 ， 

设 有: XY, g :Y=»2Z, 则 复合 关系 g。fCXXZ 是 到 2Z 的 映射 . 称 g。f :XZ 
为 与 g 的 复合 映射 . 

如 果 f:X>Y, ACX, g : A->Y 且 满 足 V x€ 4, g(x) 二 f(x) 则 说 8 为 了 在 4 上 的 
限制 , 记 作 g 二 fla: 4->Y 了 , 也 说 ff 是 g 到 XX 上 的 扩张 . 易 见 g=f。ia. 

定理 1.3 设 f: XY, g:Y>X,ACX,BCY. 则 

(1) 4C 广 :FC4)， 当 了 为 单 射 时 ,4= 广 f(A4). 

(2) j 广 (5)=Bm7CXS) ”从 而 当下 为 满 射 时 ,ff"'(B)==B， 

(3) f° 1(B)=YGEOBNf(X)= YG. 

(4) F(ANF CB))= fA) NB. 

(5) f(A—f'(B))=f(A)—B. 

(6) (f12)71(B)=ANMNfT CB). 

(7) 车 g。.f 一 idx， 则 了 为 单 射 ,g 为 满 射 . 

(8) 了 与 g 为 互 道 映射 全 8。J 一 ix 且 f°。 g=idy. 

设 4 为 非 空 集 ,-e 为 集合 的 非 空 族 ,fF : 4 一 -ez 为 满 射 ,YAEA 可 记 4 王 FA)， 叫 做 
以 A 为 指标 的 集合 ,于 是 -x= 二 (A)= 二 {1AE A}, 叫做 以 A 为 指标 集 的 集合 族 , 也 记 作 .ez 
= {Aes. 此 时 ,我 们 记 

U A = =U {A E 4)， 
门 -ee 一 日 4 一 站 (414E A}. 
当 4=N 时 ,也 记 作 U.ex=U4， ne 下 4 

定理 1.4 设 f:X>Y, {henC2Z(X). (4jicn 天 帮 ，4,BCX, 则 

(1) fA(YA)=A OY A. 称 f 是 保 并 的 . 

(2) A AIC Of A), 当 上 了 为 单 射 时 等 号 成 立 ， 


(3) f(A) 一 f(B)Cf(A 一 B)， 当 f 为 单 射 时 等 号 成 立 . 
定理 I.5 设 耻 : XY, {Sijiea CPFY), {Shies 关 2 ， S,XCY， 则 
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(1 ) 1 〈 晶 3) 一 日 太 3) ， 

(2) f (DS)= Of (5, 

(3) (5 一 了 TT)= 二 广 1(5) 一 广 1(T), 特别 地 

f(yT) = Gxf (7T). 

称 三 :是 保 并 , 保 交 , 保 补 的 . 

n(n 之 2) 个 集合 刁 ,XXX 的 向 卡 儿 积 可 归纳 定义 如 下 : 先 定义 4 元 序 组 (x， 
Xa ) 一 《《X2s Ty-1)，Xs); 易 得 

(TT Ta YY Yi OY TX; = yi. 
定义 
| [x, = (xiyTes Ta |Y i x € X,). 


一 般 地 ,对 任意 的 集 族 (Xijca(4 尖 人 苛 )， 其 笛 卡 儿 积 和 定义 为 所 有 映射 x: A™> UX 
组 成 的 集合 
X= {rly AE A, rx(V € X,) 
记 成 X= |] |X;. 其 中 每 个 映射 x 也 叫 久 的 点 ,并 记 成 = Cr)en, 此 处 z=x CA)EX 


AGE A 


(Y 和) Xi 叫做 第 4 个 因子 ,或 第 4 个 坐标 集合 ,xz 叫做 工 的 第 4 个 坐标 ,或 第 4 个 投影 . 
由 X 二 [|X; 到 第 x 个 因子 X, 的 映射 
放生 内 


Pir: XI Th p(x) = Tp 

叫做 第 yy 个 投影 (映射 ), 显 然 p. 是 满 射 . 

假定 XX 为 指标 集 ,{Y,) ,ex 中 每 个 Y=Y, 则 ]]1Y, 就 等 于 所 有 由 和 到 Y 的 映射 构成 的 
集合 . 可 以 记 作 YY*. 

下 ”可 数 集 

如 果 3 nEN 及 一 一 映射 :对 一 41,2,…,n), 则 称 革 为 元 集 , 空 集 以 及 任意 的 n(nE 
N) 元 集 都 叫 有 限 集 . 若 蕊 不 是 有 限 集 就 叫 无 限 集 . 

如 果 XX 二 名 或 存在 单 射 f: X->N( 等 价 地 存在 满 射 g : N- 一 X), 则 称 X 为 可 数 集 . 

可 见 , 可 数 集 的 任何 子 集 都 是 可 数 集 

若 4 天 好 且 可 数 ,如 果 存 在 单 射 上 上 : B-~4 或 存在 满 射 g : A 一 B, 则 B 也 可 数 . 

定理 ,1 任 一 无 限 集 X 必 存 在 可 数 无 限 子 集 ; 有 限 多 个 可 数 集 的 笛 卡 儿 积 是 可 数 
集 ; 可 数 集 的 可 数 族 之 并 集 是 可 数 集 ;整数 集 Z 与 有 理 数 集 Q 都 可 数 ;可 数 集 的 全 体 有 限 子 
集 构成 的 集 族 是 可 数 的 . 

定理 下 .2 实数 集 R 以 及 R 的 任 一 非 退 化 的 区 间 都 不 可 数 ;{0,1)" 不 可 数 . 

N 集合 的 序 

非 空 集 和 中 的 一 个 关系 ~ 如果 满 足 条 件 :VY TX,yEX, (rry 且 yrzr) 一 zx 一， 则 称 > 是 
反对 的 .X 上 一 个 自 反 的 ,反对 称 的 ,传递 的 关系 叫做 和 上 的 一 个 偏 序 ,通常 用 “二 ” 表 示 . 
到, 魏 ) 就 叫 偏 序 集 . 用 "之 ”表示 委 的 道 关 系 . 如 果 对 于 X 中 前 元 r,y，xz< 委 y 与 yz 中 总 
有 一 个 成 立 ,就 说 了 与 y 可 比较 . 
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若 已 知 (X, 委 ) 是 偏 序 集 ,可 令 rzr< ye7z 委 y 且 xr 关 y, 得 义 中 一 个 关系 二 , 它 是 传递 的 ， 
有 目 YV XxEXX ,x 站 XxX( 妈 x 过 zz 不成立 ), 这 个 性 质 叫 做 反 自 反 的 ， 反 过 来 ,如 果 给 定 苹 中 一 个 
传递 的 , 反 自 反 的 关系 二 ,可 定义 x 人 yx 之 y 或 +=y, 就 得 到 关上 的 偏 序 志 . 

在 关系 二 与 之 之 下 ,可 将 实数 集 R 中 的 习惯 用 语 ,比如 大 小 ,前 后 ,最 大 ,最 小 , 极 大 极 
小 ,有 界 , 无 界 , 上 界 ,下界 ,上 确 界 , 下 确 界 等 用 到 一 般 的 偏 序 集 (XX, 夸 ) 上 ,定义 也 是 一 样 
的 ， 

如 果 x<<y, 也 说 x 工 是 y 的 先行 元 ,y 是 工 的 后 继 元 . 

如 果 (X, 夸 ) 的 任 一 有 下 界 的 非 空 子 集 都 有 下 确 界 等 价 地 关 的 任 -- 有 上 界 的 非 空 子 集 
都 有 上 界 确 , 则 说 (X, 委 ?是 序 完 备 的 . 

如 果 (X, 委 ?的 任意 两 个 元 都 可 比较 , 则 说 (X, 委 :是 全 序 的 或 说 是 线性 序 的 ;如果 (X， 
委 ) 的 每 个 非 空子 集 都 有 最 小 元 ,就 说 (X, 委 是 良 序 集 . 显然 自序 集 是 序 完备 的 全 序 集 ,N 
在 通常 的 顺序 下 是 和 良 序 的 , 良 序 集 的 非 空子 集 是 良 序 的 . 

设 (X，, 委 ,人 X ,和 ) 为 偏 序 集 , 在 XXX。 上 定义 : 

(Ta EE yy OT SY HX EY,, 

则 科 ' 是 XXXs 上 的 偏 序 , 称 之 为 X;XXX。 上 的 积 次 序 .如果 《XI, 志 1) 与 (X; ,二 ,) 都 是 序 完 
备 的 , 则 XXXs: 关于 积 次 序 也 是 序 完备 的 . 

如 果 在 和 ;XXX: 上 定义 

(iT 安全 zi < 人 或 当 z 二 yi 时 有 XX; < 魏 :y2z， 

则 委 "是 XXX。 上 的 偏 序 , 称 之 为 和 XXX 上 的 字典 序 . 如 果 (X， 委 )，(X 委 :都 是 全 序 
的 (和 良 序 的 ), 则 X, XX 关于 字典 序 也 是 全 序 的 ( 良 序 的 ). 

在 偏 序 集 (X, 专 ) 中 ,如 果 a 过 6 且 {xEXla 过 Xx 过 6b}= 二 作 , 则 说 5 是 a 的 直接 后 继 元 ,在 
良 序 集 (X, 委 ) 中 , 除 最 大 元 ( 若 存 在 的 话 ? 外 ,每 个 元 都 有 唯一 的 直接 后 继 元 . 

集合 不 上 的 一 个 关系 < ,如 果 是 自 反 的 ,传递 的 ,并 且 Y apEX,jcEXs.t. co<c 上 且 4 
<<c, 则 称 关 是 和 上 的 一 个 定向 ,(X, < 叫做 有 向 集 . 

注 ”本 书 关于 有 向 集 的 定义 中 ,对 定向 < 不 要 求 有 反对 称 性 . 而 有 些 著作 却 是 从 偏 序 
集 出 发 ,定义 有 向 集 的 ,这 就 使 定向 具有 反对 称 性 ,我 们 在 第 三 章 中 所 用 到 的 有 向 集 , 就 有 定 
向 不 满足 反对 称 性 的 . 

V 基数 与 序数 

在 此 ,我 们 不 对 基数 与 序数 下 严格 的 定义 ,只 是 给 出 它们 的 一 种 描述 . 

集合 区 与 了 若 同 为 空 集 , 或 存在 一 一 喘 射 丰 : X- 一 了 ,就 说 X 与 了 是 对 等 的 , 记 作 X 一 
Y. 对 任意 一 个 集合 4, 赋予 一 个 值 , 记 作 Card4 并 使 Card4 一 CardB 全 4 一 下 ， 我 们 就 称 
Card4 为 4 的 基数 (或 叫 4 的 势 ). 并 规定 元 集 的 基数 就 是 n, Card 2 二 0，CardN 一汽 ,， 
. CardR=c. 

我 们 定义 : Card4 委 CardB 全 4= 他 或 存在 单 射 了 上 : 4 一 B( 等 价 地 ,存在 满 射 g : B 一 
A4)., 

定理 V .1 (Bernstein) 对 任意 两 个 集合 4,B, 都 有 

(CardA < CardB HB CardB < CardA)=—>CardA = CardBb. 
于 是 任 一 由 基数 构成 的 集合 上 由 委 确 定 的 关系 是 一 个 偏 序 ， 
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定理 V.2 (1) 0<n< No<e EN). 
(2) 设 Card4 一 ua, 如 果 xc 一 0, 我 们 记 2 二 1, 如 果 a>0, 记 2= 二 Card10,1) ,那么 总 有 
Card. 刀 (4) 一 2 
(3) 对 任 一 基数 4a, 总 有 a 二 2“. 
(4) 2%=0, 
现在 自然 要 间 , 当 a 写 兴 ,时 ,在 a 与 2 之 间 是 否 还 存在 另 一 个 基数 呢 ? 在 历史 上 有 两 种 
假设 ,一 种 说 不 存在 ,一 种 说 存在 . 说 不 存在 的 , 称 为 (广义 ) 连 续 统 假设 ,现在 大 多 采用 这 一 
假设 .已 经 有 人 证 明 这 两 种 假设 都 不 会 与 集合 论 原 有 的 公理 系统 发 生 矛 盾 ， 
关于 基数 的 代数 运算 定义 如 下 : 
设 a 二 cardA, B= 二 CardB 则 定义 : 
a+B=Card( (AX {0DU (BX {1))). 
a。 B=Card(AXB). 
当 a 关 0 时 ,定义 = 二 1， 
当 a 关 0,B 关 0 时 ,定义 二 CardA”. 
如 果 A 站 B= 多 时 ,也 有 a 十 8 二 Card(AUB). 
定理 V .3 设 a,8,7 都 是 基数 , 当 运 算 有 定义 时 ， 有 下 述 等 式 成 立 : 


(1) a+pB=B+a, (2)a* B=pP "a, 

(3) (a 十 BB) 十 Y=a 十 (p 十 7)， (4) (a B)* Y=a* (p+ 7), 
(5) a» (B+7Y)=a* B+a* 7, (6) ot’—at，。 a, 

(7) (a*» PB)'=e » PP, (8) (oY =ad'’. 

定理 V.4 设 a,B,7 为 基数 ,a<B, 当 运算 有 定义 时 ,下 述 不 等 式 成 立 : 

(1) a 二 7 十 7， (2) a* YB.，Y, 

(3) op, (4) yh. 


利用 基数 运算 的 上 述 定 理 以 及 Bernstein 定理 和 可 数 集 的 性 质 可 得 :Y nEN， 
no 二 ?= No, Wo “ = Wo, 
nn 十 c 二 激 o 十 c= 二 c 十 c= 二 nc 二 物 o* (二 ec *， Cc 二 e， 


nO 二 =， 
C 一 2 
设 (X, 三 ) 为 良 序 集 ,a€ 久 ,集合 
X, ce TEXIr<<a) 
叫 敌 由 a 决定 的 XX 的 截 段 ， 


类 似 于 普通 的 数学 归纳 法 ， 有 下 述 超 限 归纳 原理 , 它 对 于 许多 高 基数 问题 是 非常 有 用 
的 . 

定理 V .5( 超 限 归 纳 原理 ) 设 (X, 太 ) 为 良 序 集 ,PCX. 如 果 满 足 条 件 

(1) a=minX EP, 

(2) V bEX, X,EPROEPD, 
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那么 P=X. 

注 ”上述 条 件 (1) 事 实 上 已 包含 在 (2) 中 ,这 里 所 以 特别 指出 ,是 为 使 用 的 方便 , 因 在 使 
用 时 ,正如 普通 的 归纳 原理 一 样 ,首先 要 检验 最 小 元 ,然后 再 由 归纳 假设 六 ,CP 推 证 bEP. 

设 (X, 委 x) ,《Y, 志 y) 为 偏 序 集 ,如 果 存 在 一 一 映射 : XX->Y 使 

VY ri Xr EX, f(r) yf TIOrT Lr, 

则 说 半 与 YY 相似 .如 果 关 =Y= 名 ,或 了 与 Y 相似 ,就 说 基 与 Y 有 相同 的 序 型 , 良 序 集 的 
序 型 叫做 序数 .XX 的 序数 记 为 OrdX,， 并 记 

OrdZ =0,， 

Ord{1,2,"… ,nn}=n (nnEN), 

OrdN 王 ww, 这 里 N 具有 通常 的 次 序 . 

定理 V.6 和 良 序 集 与 其 任 一 截 侦 都 不 相似 ,特别 是 良 序 集 的 不 同 截 段 之 间 彼 此 不 相 
似 . 

利用 这 个 定理 可 以 在 由 序数 组 成 的 集合 上 定义 偏 序 如 下 : 

设 a,8 为 序数 ,4,B 分 别 为 具有 序 型 a,B 的 良 序 集 . 如 果 4 相似 于 B 的 一 个 截 段 , 则 
说 a<B. 显然 在 任 一 由 序数 组 成 的 集合 中 这 样 定 义 的 关系 过 是 传递 的 反 自 反 的 . 从 而 由 此 
导出 偏 序 志 . 

利用 超 限 归 纳 原 理 可 以 证 明 在 “ 委 ” 之 下 ,任意 两 个 序数 都 可 比较 ,再 进一步 可 得 任 - 一 由 
序数 构成 的 集合 都 是 良 序 集 . 

现 设 a 为 序数 , 记 [0,a) 为 由 一 切 小 于 a 的 序数 构成 的 集合 . 

定理 V.7 对 任 一 序数 a, 都 有 a 二 Ord[0,a). 

我 们 已 知 w 是 通常 次 序 下 N 的 序 型 ,现在 它 也 是 [0,w) 的 序 型 ,所 以 Card[0,w)== 汽 ,， 
而 [0,w) 的 每 个 截 段 相似 于 N 的 一 个 截 段 ,所 以 是 有 限 的 , 即 Y a 二 w,， Card[0,a) 二 兴 o. 据 此 
我 们 称 w 为 第 一 个 (最 小 的 ?无 限 序数 . 类 似 地 ,还 有 一 个 很 重要 的 序数 ,叫做 第 一 (最 小 的 ) 
不 可 数 序数 , 记 作 10, 使 CardL0,2) 一 c， 并 且 [0,02) 的 每 个 截 段 都 是 可 数 的 . 对 于 ,下 述 定 
理 是 有 用 的 . 

定理 V.8 设 4 为 L0,2) 的 可 数 子 集 , 则 3 PE[0,2) st YaE4, 都 有 a 委 8( 即 0 为 
A 的 上 界 ). 

W 选择 公理 . 

向 卡 儿 积 ] |X; 中 的 点 x = 《zi)ies 是 一 个 映射 : A 一 UX 使 VY AE A, (2) € XX 

AE 
形象 地 看 z+ 的 作用 就 是 同时 在 每 个 六 ;中选 出 一 点 x 来 ,所 以 可 称 z 为 选择 函数 . 当 了 j A4€ 
4 使 Xi = 多时 ,在 X 中选 不 到 点 ,自然 也 就 不 存在 所 谓 选 择 函 数 . 从 而 和 |X = 好 . 反 过 
AEAR 


来 , 当 Y AE A,X, 关 所 时 ,一 定 存在 选择 函数 ,看 来 似乎 也 很 合理 , 却 无 法 作出 证 明 , 更 使 人 
惊奇 的 是 ,对 于 这 种 选择 函数 存在 性 的 假定 引出 了 许多 意 想不到 的 等 价 命题 . 在 历史 上 引 
起 许多 争论 . Zermelo 第 一 个 明确 地 氢 述 了 这 个 假设 并 称 之 为 选择 公理 ,后 来 有 人 证 明了 只 
要 集合 论 的 公理 系统 自身 没有 矛盾 , 那 就 不 会 因为 引进 选择 公理 而 产生 矛盾 . 
选择 公理 对 于 任 一 由 非 空 集合 组 成 的 非 空 族 .x ,总 存在 映射 :wx 一 U .ex 使 V 4 
E€ .ww ,cl(A) EE A. 称 c 为 选择 函数 ， 
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若 二 hen， A 闫 名， V 4, 4 天 人 则 等 价 地 3 c: 人 一 日 人 st V4, cA)EA. 


用 笛 卡 积 的 语言 ,等 价 于 : 非 空 集合 的 非 空 族 , 其 笛 卡 儿 积 非 空 
定理 Vi.1 下 列 陈述 彼此 等 价 : 

(1) 选择 公理 (如 上 ). 

(2) 良 序 原理 : 任 一 非 空 集合 都 有 一 个 良 序 . 


(3) Hausdorff 极 大 原理 ; 设 (X, 志 ) 为 偏 序 集 ,4 为 XX 的 全 序 子 集 , 则 存在 包含 4 的 极 
大 全 序 子 集 B. 


(4) Zorn 引 理 : 如 果 偏 序 集 (X, 委 ?的 每 个 全 序 子 集 都 有 上 界 , 则 XX 有 极 大 元 ， 
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